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Avant-propos

Avant-propos

La dynamique des structures constitue une discipline fondamentale de I’ingénierie civile,
visant a comprendre et a modéliser le comportement des ouvrages soumis a des sollicitations
dynamiques. Ces sollicitations, engendrées par des phénomenes tels que les séismes, le vent, les
explosions ou les vibrations mécaniques, peuvent induire des effets complexes et parfois
destructeurs sur les structures, nécessitant une approche spécifique en termes d’analyse et de

dimensionnement.

Le présent document, intitulé « Dynamique des Structures 1 et 2 », constitue un support
pédagogique destiné aux étudiants de premiere année Master « LMD » en Génie Civil,
spécialité Structures. Il a pour objectif de leur fournir les outils conceptuels et pratiques
nécessaires pour analyser la réponse dynamique des structures, en s’appuyant a la fois sur les
bases théoriques de la mécanique vibratoire et sur les méthodes d’analyse modernes utilisées en
ingénierie.

Le cours est organisé de maniére progressive, permettant d’aborder successivement les
systéemes a un et plusieurs degrés de liberté, les différentes formes d’excitation dynamique, ainsi
que les méthodes analytiques et numériques de résolution. Une attention particuliere est portée
aux applications en génie parasismique a travers 1’étude de la réponse sismique des structures
selon les méthodes réglementaires (statique équivalente, modale spectrale) ainsi que
I’introduction a 1’analyse non linéaire par la méthode de la poussée progressive (Pushover).
Chaque chapitre combine rigueur scientifique, clarté pédagogique et pertinence technique pour

favoriser I’assimilation des concepts et leur application dans des cas concrets.

Ce cours ambitionne de former des ingénieurs capables de concevoir des structures sdres,
performantes et durables face aux actions dynamiques. En intégrant les avancées scientifiques,
les référentiels normatifs et les outils de modélisation contemporains, il prépare les étudiants a
relever les défis techniques liés a la sécurité et a la résilience des infrastructures. A 1’issue de
cette formation, les futurs professionnels seront en mesure d’aborder les problématiques
dynamiques avec méthode, compétence et responsabilité, au service d’un génie civil moderne et

adapté aux enjeux actuels.

Dr. Toubal Seghir Nadhir



Introduction générale

Introduction générale

L’ingénierie des structures doit faire face a des sollicitations de plus en plus complexes,
notamment celles induites par des actions dynamiques telles que les séismes, le vent, les
vibrations de machines ou encore les charges d’impact. Ces actions engendrent des réponses
transitoires ou vibratoires dans les structures, nécessitant une approche différente de celle
adoptée en statique classique. La dynamique des structures permet d’appréhender ces
phénomeénes en tenant compte du temps, de I’inertie et de I’amortissement, éléments absents des

analyses statiques conventionnelles.

Ce polycopié intitulé Dynamique des Structures 1 et 2 a pour vocation de présenter aux
étudiants de premiere année Master en Génie Civil (spécialité Structures) les bases scientifiques
et techniques indispensables a la compréhension et a la maitrise du comportement dynamique
des structures. Il est structuré de maniere progressive, en commencant par la modélisation des
systemes a un degré de liberté (SDDL), puis ceux a plusieurs degrés de liberté (SPDDL), pour
aboutir a des méthodes avancées d’analyse sismique, conformément aux normes et aux

recommandations parasismiques en vigueur.

La premiére partie du cours traite des concepts fondamentaux, des équations du
mouvement, des types de sollicitations, des propriétés dynamiques et des réponses vibratoires.
Elle introduit aussi la notion de résonance, les effets d’amortissement, les diagrammes
spectraux et les méthodes de résolution analytique et numérique. La deuxiéme partie se
concentre sur les applications en génie parasismique, notamment a travers les méthodes de
calcul de la force sismique, 1’analyse modale spectrale et I’analyse statique non linéaire dite

méthode de la poussée progressive (Pushover).

A travers ce contenu, le cours vise & former des ingénieurs capables de concevoir des
structures performantes face aux actions dynamiques, tout en tenant compte des exigences de
securité, de confort et de durabilite. L’intégration des outils analytiques et numériques
modernes, combinée a une compréhension fine des mecanismes vibratoires, offre aux étudiants
une compétence essentielle pour I’analyse et la conception structurale dans un contexte réel,

souvent régi par des contraintes réglementaires strictes.

Dr. Toubal Seghir Nadhir 1



Chapitre | Introduction et généralistes

I. Introduction et généralistes

1.1 Introduction

La dynamique des structures est une branche fondamentale de la mécanique des structures, qui
s'intéresse a I'étude du comportement des ouvrages soumis a des sollicitations variables dans le
temps. Contrairement a I’analyse statique, qui néglige les effets de I’inertie et de 1’amortissement,
I’analyse dynamique permet de comprendre et de prévoir les réactions des structures face a des

actions telles que les séismes, les explosions, les impacts ou encore les charges cycliques.

Ce chapitre introductif a pour objectif de familiariser 1’étudiant avec les notions de base
indispensables a I’analyse dynamique. Il présente les principes fondamentaux, les différences clés
entre les approches statiques et dynamiques, les types d’actions dynamiques couramment
rencontrées, ainsi que les premiers outils de modélisation et de résolution utilisés pour décrire le
comportement des structures soumises a ces sollicitations. Cette base théorique constitue le socle
sur lequel s’appuieront les chapitres suivants consacrés a 1’étude détaillée des systémes a un ou

plusieurs degrés de liberté et aux méthodes d’analyse modernes.

1.2 Définition

La dynamique des structures (DDS) est une branche de la mécanique des structures qui étudie

le comportement des structures soumises a des charges variables dans le temps.

1.3 Objectif fondamental de la DDS

L’objectif principal de la dynamique des structures est de développer des méthodes permettant
d’analyser les contraintes et les déplacements induits dans une structure soumise a un chargement
dynamique quelconque (par exemple, une force horizontale). En d’autres termes, elle permet de

dimensionner une structure lorsqu’on lui applique un chargement dynamique.

Remarque :

La distinction entre analyse statique et dynamique est importante. Il serait utile d’expliciter ici
que l’analyse statique est un cas particulier de ’analyse dynamique lorsque les variations

temporelles sont nulles ou négligeables.

Dr. Toubal Seghir Nadhir 2



Chapitre | Introduction et généralistes

1.4 Charge dynamiques
Au cours de leur durée de vie, presque toutes les structures sont soumises a des charges

dynamiques. Deux approches fondamentales permettent d’analyser leur réponse :

1.4.1 Approche déterministe

Cette approche est utilisée lorsque 1’évolution temporelle du chargement est parfaitement connue
(amplitude, direction, durée d’action, etc.). Elle inclut les charges périodiques et apériodiques.
1.4.2 Approche aléatoire

Cette approche est utilisée lorsque le chargement n’est pas connu de maniére précise. Dans ce cas,
les caracteéristiques statistiques de la réponse sont déterminées (valeur moyenne, écart type, spectre,
etc.). Parmi les actions dynamiques aléatoires, on peut citer les séismes futurs, les actions dues au

vent, les charges dynamiques dues aux déplacements des personnes sur les tribunes ou les pistes.

1.5 Types de sollicitation
D’un point de vue analytique, on peut classer les chargements de type déterministe en deux

grandes catégories:

1.5.1 Chargements périodiques
Un chargement est dit périodique si sa variation dans le temps se répéte de maniére identique a
chaque cycle. Le cas le plus simple est la charge sinusoidale qu’on appelle harmonigue simple. Ce

type de sollicitation est fréquent dans les machines tournantes déséquilibrées (effets de balourd).

SR

7777777 /77777777

Machine tournante dans un batiment Histoire du chargement

Figure I-1. Mouvement harmonique simple.

Les autres formes de chargements périodiques, par exemple ceux qui proviennent des pressions
hydrodynamiques engendrées par I'hélice a I'arriere d'un navire ou des effets d'inertie des machines

alternatives, sont souvent plus complexes.

Dr. Toubal Seghir Nadhir 3
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e (Y

Force de I'Hélice a 1" arriére d"un navire Histoire du chargement

Figure 1-2. Mouvement périodique.

1.5.2 Chargements apériodiques
Ces sollicitations sont des impulsions de tres courte durée, ou des chargements de longue durée
et de forme quelconque, comme les chocs ou explosions, qui sont des sources courantes de

chargements impulsifs.

")

Explosion d'une bombe au voisinage Histoire du chargement
d'un batiment

% | Vm“[\k

Secousse sismique sur un chiteau d’eau  Histoire du chargement

Figure 1-3. Chargement apériodique.

1.6 Différences entre probleme dynamique et statique

Un probléme de dynamique des structures se distingue du probleme statique correspondant par
deux caractéristiques fondamentales :

a. Le caractere évolutif du probléme dans le temps ;

b. La prise en compte des forces d'inertie.
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Etant donné que la charge et la réponse varient au cours du temps, un probléme dynamique ne

possede généralement pas une solution unique, ce qui le différencie d’un probléme statique.

Une charge statique est définie comme une charge dont I’amplitude, la direction et le point

d’application restent constants dans le temps ; dans ce cas, les effets d’inertie sont négligés.

En revanche, une charge dynamique est une charge dont I’amplitude, la direction et le point

d’application varient dans le temps, ce qui génére des effets d’inertie significatifs.

L’objectif principal de la dynamique des structures est de déterminer 1’évolution temporelle des

contraintes et des déplacements induits par un chargement dynamique quelconque.

Dans ce cadre, I’analyse statique peut étre considérée comme un cas particulier de 1’analyse

dynamique, correspondant a une situation ou les effets d'inertie sont absents ou négligeables.

Tableau I-1. Différences entre probleme dynamique et statique.

Critére Statique Dynamique

Variation temporelle | Inexistante (constante dans le temps) | Oui, fonction du temps

Prises en compte (proportionnelles a

Forces d’inertie Ignorées .
I'accélération)
Solution Unique Dépend du temps : solution continue
Exemple :
P | P(1)
Force d’mertie
(a) Chargement statique (b) Chargement dynamique

Figure I-4. Distinction fondamentale entre une charge statique et une charge dynamique.

Les principes d’équilibre des forces doivent étre correctement établis en fonction des charges
appliquées, qu’elles soient constantes p ou variables dans le temps p(t). Selon la Figure I-4.a

(charge statique), la solution en tout point de la structure est unique et constante dans le temps.

En revanche, selon la Figure I-4.b (charge dynamique), la solution correspond a une succession
d’états définis a chaque instant pertinent de 1’évolution de la réponse. Dans ce cas, la détermination
des efforts dépend non seulement de la charge p(t), mais aussi des déplacements dynamiques x(t),
associés a des accélérations qui génerent des forces d’inertie s’opposant a ces mémes accélérations.
La détermination précise de ces forces d’inertie dépend de la méthode de discrétisation adoptée

dans le modele mathématique utilisé pour représenter la structure.
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1.7 Méthodes de discrétisation

Pour résoudre un probléme dynamique, il est nécessaire de modéliser la structure de maniére
adaptée. La poutre représentée dans la Figure 1.4.b posséde théoriqguement un nombre infini de
degrés de liberté, en raison de la continuité de la matiére et de la possibilité de mouvement en
chaque point. Pour rendre 1’analyse possible, il convient de réduire ce nombre en appliquant une
méthode de discrétisation. Trois approches principales permettent cette réduction :

a. Laconcentration de masses ;

b. Les déplacements généralisés ;

c. La méthode des éléments finis.

1.7.1 Concentration de masses
Le nombre de composantes de déplacement a considérer pour représenter les effets de toutes les

forces d’inertie agissant dans une structure est appelé nombre de degrés de liberté dynamiques
(D.D.L.D).

Par exemple, si les déplacements dans le systéeme illustré a la Figure 1-5 sont contraints de telle
sorte que les trois points massiques ne peuvent se déplacer que verticalement, il s'agit alors d’un

systéeme a trois degrés de liberté.

I I mn mz2 ma3

*—0—©
ft Ife |fi3
Systéme réel Systéme par concentration de la masse

Figure I-5. Idéalisation d'une poutre simple par concentration de la masse.

L’idéalisation par concentration des masses constitue une méthode simple et efficace pour
réduire le nombre de degrés de liberté nécessaires dans 1’étude des problémes dynamiques. Elle est
particulierement pertinente lorsque la masse de la structure est essentiellement concentrée en un
nombre limité de points. Cette approche permet alors une modélisation simplifiée sans
compromettre significativement la précision des résultats, notamment dans les cas ou la

déformation de la structure est négligeable.

Exemple :

Pour un solide indéformable en mouvement dans I’espace, le nombre de degrés de liberté
correspond au nombre minimal de coordonnées nécessaires pour définir la position de chaque
particule de masse du systéme. Ce nombre permet ainsi de caractériser entierement 1’état

cinématique du systeme.
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6 D.D.L Un seul degré de
liberté par rapport

a l'appui

Figure 1-6. Nombre de degré de liberté.

1.7.2 Déplacements généralises

Dans certains cas, notamment lorsque la masse du systeme est répartie de maniere presque
uniforme sur I’ensemble de la structure, il peut étre préférable d’adopter une méthode différente
pour réduire le nombre de degrés de liberté. Cette approche repose sur I’hypothése que la déformée
— c’est-a-dire la forme adoptée par la structure apres déplacement — peut étre représentée comme
une combinaison linéaire de certains motifs de déplacement. Cette hypothese permet ainsi de

limiter efficacement le nombre de degrés de liberté a prendre en compte.

Un exemple classique est la représentation de la déformée d’une poutre simple a I’aide d’une
série trigonométrique (série de Fourier). Cette déformée peut s’exprimer comme la somme de

composantes sinusoidales indépendantes, selon I’expression :

c nmx
v(x) = b, sinT (L1

n=1

. 2mx
bzsznT /m
AN Ml
.+_

b= TN P

Figure I-7. Représentation de la déformée d’une poutre simple en série de Fourier.
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Comme illustré a la Figure 1-7, cette modélisation permet de décrire la déformée a I’aide de
fonctions sinusoidales compatibles avec les conditions géométriques imposées par les appuis.
Contrairement a la méthode de concentration des masses, ou la masse est localisée en quelques
points, cette approche exprime la réponse de la structure a travers des fonctions de déplacement

qui traduisent la répartition continue de la masse.

Les coefficients b, sont appelés coordonnées généralisées et représentent les amplitudes
relatives de chague composante de déplacement. Le nombre infini de degrés de liberté de la poutre
réelle est ainsi remplacé par une série de composantes, que 1’on peut tronquer pour obtenir une

approximation efficace.

Dans une approche pratique, on peut limiter cette série a quelques termes (par exemple trois),
ce qui permet de conserver une bonne précision tout en assurant la continuité des déplacements
internes. L’expression généralisée des déplacements pour toute structure unidimensionnelle peut

donc étre formulée comme suit :

V() = Y 7t o (1.2)

n
Ou:
* Y, () est lafonction de déplacement (ou mode de forme) ;

e z, estlacoordonnée généralisée associée a chaque fonction.

Cette méthode permet, pour un méme nombre de degrés de liberté, d’obtenir une meilleure
précision que la méthode de concentration des masses. Toutefois, elle présente 1’inconvénient
d’une complexité numérique accrue, notamment en ce qui concerne le couplage des forces

d’inertie avec les degrés de liberté retenus dans le modele.

1.7.3 Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis représente la troisieme approche de discrétisation dans
I’analyse dynamique des structures. Elle combine certaines caractéristiques des deux méthodes
précédentes — la concentration des masses et les coordonnées géneralisées — et constitue

aujourd’hui I"une des techniques les plus largement utilisées en ingénierie.

Cette méthode repose sur 1’idéalisation de la structure en un ensemble fini d’éléments, chacun
représentant une portion de la structure initiale. Par exemple, la poutre illustrée dans la Figure 1-8
est divisée en plusieurs segments appelés éléments finis. Les extrémités de ces éléments sont
appelées neeuds (ou points nodaux), et les déplacements de ces nceuds sont choisis comme

coordonnées généralisées du systeme.
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i o e i el LY

Figure 1-8. Coordonnées typiques d'une représentation de poutre par éléments finis.

Les déplacements de tout point situé a I’intérieur de chaque élément sont alors interpolés a
partir des déplacements nodaux a I’aide de fonctions dites fonctions d’interpolation. Ces fonctions
permettent de reconstituer la déformée de la structure complete a partir des seuls déplacements des
nceuds, selon 1’expression (1.2):

v(x) = Z Zn Yy (x)
R n

Ou:

e z, représente les coordonnées genéralisees associées aux nceuds ;

® 1, () est la fonction d’interpolation correspondant a chague degré de liberté nodal.

Ces fonctions sont choisies de maniére a satisfaire a la fois les conditions de compatibilité entre

éléments et les conditions aux limites de la structure.

En résumé, la méthode des éléments finis constitue I’approche la plus performante pour
modéliser les déplacements de structures de geométrie arbitraire a 1’aide d’un ensemble discret
de degrés de liberté. Sa flexibilité, sa précision et sa capacité a traiter des configurations
complexes en font un outil fondamental dans le domaine de la dynamique des structures.

1.8 Formulation des équations du mouvement

L’étude dynamique déterministe d’une structure vise principalement a déterminer 1’évolution
temporelle de ses deplacements sous I’effet d’un chargement extérieur variable dans le temps.
Une fois les déplacements connus, il est alors possible de calculer les déformations et les

contraintes en tout point de la structure.

Trois approches principales permettent de formuler les équations du mouvement d’un systéme
vibratoire :
e Le principe de d’Alembert (équilibre dynamique direct),
e Le principe des travaux virtuels,

e Le principe de Hamilton.

Chague méthode présente des avantages spécifiques selon le type de probléme considéré.
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1.8.1 Principe de d’Alembert (équilibre dynamique direct)
Ce principe découle directement de la seconde loi de Newton, selon laquelle la variation de la

quantité de mouvement est égale a la somme des forces appliquées a une masse m :

% o = ma(t) = me% = mi(2) (.3)
| x(t)

K< Fe
2_[ F(t) - - Finertie F(t)
4 m — = F
1— A Kl
Z k
ﬁWWMWW

Figure 1-9. Systéeme a un seul degré de liberté.

Dans le cas d’un systéme a un seul degré de liberté (Figure 1-9), les forces agissantes sont :

e laforce élastique F, = k %,

e la force d’amortissement 13C =cx,
e laforce extérieure appliquée F(t).

Ainsi, selon le principe de d’Alembert, I’équation du mouvement s’écrit :

mi(t) + kx(t) + cx(t) = F(t) (L4
Cette équation différentielle linéaire gouverne le mouvement dynamique du systéme.

1.8.2 Principe des travaux virtuels

Ce principe repose sur 1’idée que, pour un déplacement virtuel §x, compatible avec les

conditions géométriques (liaisons) du systeme, le travail total des forces doit étre nul :

—SW, — SW, — SW;, + 6W,,, = 0 (1.5)

Ce qui donne :

F(t)6x—F;6x—F.0x—F,6x = 0 - F(t)6x — mXdx — cx6x — kxéx = 0 (I.5.3)

Ou, en regroupant les termes :

(mx + cx + kx)6x = F(t)6x (1.5.b)

Puisque &x est arbitraire, 1’équation du mouvement retrouvée est identique :

mi(t) + kx(t) + cx(t) = F(t) (I.5.¢0)
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Avantage : cette méthode ne fait intervenir que des grandeurs scalaires, ce qui facilite

I’analyse dans certains cas complexes.

1.8.3 Principe de Hamilton
Le principe de Hamilton est le plus général des trois. Il repose sur 1’équilibre énergétique

global du systéme, formulé par 1’annulation de la variation de 1’action :

t t

2 2
S(T —V)dt + f SW,.dt =0 (1.6)
t

t1 1

ou:

T: énergie cinétique totale,

V7 : énergie potentielle (élastique + forces conservatives),

W,. : travail des forces non conservatrices (amortissement et charges externes
arbitraires),

& : variation virtuelle.

Pour un systeme a un degré de liberté :

o W, =F(t)dx —cxdx
L’application du principe donne :

t2

J [midx — cxdx — kxdx + F (t)dx]dt = 0 (1.6.a)

t1

Puisque dx est arbitraire et nulle aux bornes, cela implique a nouveau :

mi(t) + kx(t) + cx(t) = F(t) (1. 6.b)

Ce principe est aussi applicable en statique (si T = 0), ou il conduit au principe du minimum

de I’énergie potentielle.

Tableau I-2. Comparaison des approches de formulation.

Méthode Nature des grandeurs | Avantages principaux Inconvénients
Direct et intuitif, proche Moins adapté aux
Principe de d’Alembert | Vectorielle de Ia_mecamque systémes complexes
classigue
; Simplicité d’expression,
Travaux virtuels . . X N
Scalaire utile pour les systemes Moins général
avec liaisons
Tres général, s’applique a . .
Principe de Hamilton Energétique (scalaire) toutes les situations Plus abstrait, formalisme

complexe

dynamiques/statique
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1.9 Principales sources de vibrations
Les vibrations structurelles peuvent étre engendrées par diverses sollicitations dynamiques
externes, susceptibles de provoquer des déformations indésirables, des dommages, voire des
ruptures. Les principales sources incluent :
e Les mouvements sismiques (secousses du sol d’origine tectonique),
e Les charges mobiles, telles que les convois ferroviaires ou routiers circulant sur des
ponts,
e Lesexplosions, causant des impulsions a haute énergie,
e L’action du vent, qui peut induire des effets aérodynamiques complexes, notamment
des instabilités de type flottement (flutter).
1.9.1 Classification des vibrations
Les vibrations sont classées selon leurs caractéristiques temporelles, principalement I'évolution
de I’amplitude au cours du temps :

e Vibration harmonique : Décrite par une fonction trigonométrique simple (souvent
sinus ou cosinus), par exemple :

x(t) = xq sin(wt + @)

VAVAY

Figure 1-10. Vibration harmonique.

e Vibration périodique : Répétition dans le temps avec une période définie T, sans
nécessairement étre harmonique.

X(t)

ANANVAE
VMY

Figure 1-11. Vibration périodique.
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e Vibration decroissante : Amplitude qui diminue avec le temps, typique des systemes
amortis.

x(t)

LI

\ A S
VY

Figure 1-12. Vibration décroissante.

e Vibration croissante : Amplitude qui augmente dans le temps, souvent en raison de
résonance ou d’instabilités.

X(t)

A\/B/T

Figure 1-13. Vibration croissante.

e Vibration quelconque : Superposition de plusieurs vibrations sinusoidales,
typiquement obtenue par décomposition de Fourier.

AWAWLY
NEAVAR'E

Figure 1-14. Vibration quelconque.

1.9.2 Causes des vibrations

Les vibrations peuvent étre classees selon leur origine ou la nature des sollicitations :

e Selon la nature de I’excitation :
— Vibration libre : Survient aprés un choc ou une perturbation initiale sans

excitation externe continue.
— Vibration forcée : Provoquée par une force externe agissant de fagon continue

et indépendante des caracteristiques internes du systeme.
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— Vibration paramétrique : Résulte de la variation périodique d’un parameétre du
systeme (ex : raideur variable).
— Vibration auto-excitée : Générée par le systeme lui-méme par rétroaction (cas
fréquent en aéroélasticité).
— Chocs répétés : Série d’impulsions mécaniques brusques.
e Selon la présence d’amortissement :
— Vibration amortie : L’énergie se dissipe au fil du temps par frottements ou
VISCOSité.
— Vibration non amortie : Aucune dissipation d’énergie n'est prise en compte,
idéale en théorie.
e Selon la relation force-déplacement :
— Vibration linéaire : La force est proportionnelle au déplacement (loi de Hooke).
— Vibration non linéaire : La relation entre force et déplacement est non linéaire

(effets geométriques ou matériaux).

1.10 Théorie eélémentaire des vibrations
Dans le cas le plus simple d’un mouvement oscillatoire (vibration harmonique libre non
amortie), le déplacement est donné par :

x(t) = xq sin(wt + @) (L.7)
Ou:

e x(t) : déplacement a I’instant t (¢longation),
e X, :amplitude maximale,
e w : pulsation (rad/s),

e ¢ : phase initiale (rad).

Les dérivées premiéres et secondes du déplacement donnent respectivement la vitesse et

I’accélération :

x(t) = d);(tt) = xow cos(wt + @) (1.7.a)
- 2
X(t) = da;(tt) = ddigt) = —xow? sin(wt + @) (1.7.b)

La Période T est le temps necessaire pour effectuer un cycle complet :

T=% (1.8)

(1.9)
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La figure 1-15 illustre la variation dans le temps des trois grandeurs fondamentales du

mouvement harmonique : le déplacement x(t), la vitesse x(t) et I’accélération X (t).

X(t)

2 E_/_ Lo X(0)
[PIN%
SR

Figure 1-15. Représentation de la variation des trois grandeurs fondamentales du mouvement

harmonique.
1.11 Coefficient de rigidité k de la structure
La rigidité k, exprimée en newtons par métre (N/m), représente la capacité d'une structure a
résister a une déformation élastique sous I’effet d’une force appliquée. Plus une structure est rigide,

plus la force nécessaire pour produire un déplacement donné est grande.
La rigidité d’un élément dépend :

e de ses dimensions géométriques (longueur, section, moment d’inertie, etc.),

e du module d’élasticité E du matériau qui le compose.

La rigidité exprime la relation de proportionnalité entre la force F appliquée en

un point et le déplacement (déflexion) & résultante en ce point :

k = E (1.10)
o
Ou:
ek est le coefficient de rigidité (N/m),
e F est la force appliquée (N),

e ¢ est le déplacement (ou déflexion) de la structure au point consideré (m).

Le déplacement & peut étre déterminé en utilisant I'équation de la déformée :

o E8@ M, 00 ,- [[-2 M@,

dx?

=4 (I.11)
Ou:
e M, (x) est le moment fléchissant,

e [ estle module d’élasticité,

e [, est le moment d’inertie de la section.
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Le Tableau 1-3 présente des valeurs typiques de rigidité pour diverses configurations de

poutres soumises a différents types de chargement.

Tableau I-3. Rigidité des poutres soumises a différentes charges.

Systéme (cas ou charge concentrée) Rigidité k Systéme (cas ot charge répartie) Rigidité k
¥ = Y
[ = 8EI ? q = 384E1
b = 5 FERERERRE™R 517
2 w2 | p 7 e L e
X F
R - = 3EIL _ 384EI
Sl u\ -2 ~ a?b? x ~ 0.00652L*
5 F k=" N//l/l) \l\$\r\ k=g
e Y - x Y E B, T
i L2 LR 4 %} L2 LR 7/&
b y
1 F i
‘ 3EIL3 ' a 3B4El
P .| i T, k=2
L a 1 b \ L i
3 y
lF r oo SFIL | q - %
ot v By, a3(2L — 3a) #ﬂll 11711 B
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1.11.1 Rigidité équivalente d’un systéme
Lorsque plusieurs éléments structuraux participent a la résistance globale, il est nécessaire de

determiner une rigidité équivalente k,,. Cette derniere dépend de la configuration du systeme

(séries, paralléles) et de la distribution des charges.
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La Figure 1-16 illustre la méthode de calcul de la rigidité équivalente dans un systeme

simplifié.

kl kz keq= k1+ k2

Systéme en paralléle

ky

keq ki ks

ANNNNN

Systéme en série

Figure 1-16. Rigidité équivalente des systéme en série et en paralléle.

Systéme en paralléle : si deux ressort sont connectés de telle sorte que sous 1’action de la force,

leurs déplacement sont les mémes et leurs forces sont différentes alors les ressorts sont en

paralléles.

Systéme en série : si deux ressort sont connectés de telle sorte que sous 1’action de la force,

leurs déplacement sont différentes et leurs forces sont les mémes alors les ressorts sont en série.

1.12 Conclusion

La dynamique des structures constitue une discipline essentielle pour comprendre et prévoir le
comportement des ouvrages soumis a des sollicitations variables dans le temps. Contrairement a
I’analyse statique, elle integre les effets de ’inertie et de I’amortissement. Ce chapitre a introduit les
notions de base en présentant les différents types de sollicitations dynamiques, leurs classifications

et leurs sources.

Les distinctions entre les charges statiques et dynamiques ont été clairement définies, tout
comme les méthodes de discrétisation nécessaires a la modélisation. Les trois approches principales
de formulation des équations du mouvement — d’Alembert, travaux virtuels et Hamilton — ont été

décrites en détail.

Une attention particuliere a été portée a la classification des vibrations ainsi qu’aux parameétres

physiques fondamentaux tels que la fréquence, la période, et I’amplitude.
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Enfin, la notion de rigidit¢ a été développée, permettant d’établir un lien direct entre les

propriétés mécaniques de la structure et sa réponse dynamique.

Ces fondations sont indispensables pour aborder 1’analyse des systémes a un ou plusieurs

degrés de liberté dans les chapitres suivants.
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Chapitre 11 Oscillations libres a un seul degré de liberté

I1. Oscillations libres a un seul degré de liberté

I1.1 Introduction

L’¢étude des oscillations libres constitue une étape fondamentale dans la compréhension du
comportement dynamique des structures. Lorsqu’un systéme est déplacé de sa position d’équilibre
et relaché sans excitation externe, il oscille selon des lois déterminées par ses propriétés
mécaniques. Un modele simple mais tres utile est celui a un seul degré de liberté, qui permet
d’analyser les effets de la masse, de la raideur, et de ’amortissement sur la réponse vibratoire. La
fréquence propre, la période de vibration et le taux d’amortissement sont des parameétres essentiels
pour caractériser ce type de systéme. Différents régimes d’amortissement peuvent apparaitre :
faible, critique ou surcritique, chacun ayant une influence spécifique sur 1’évolution temporelle de
la réponse. L’analyse théorique est complétée par des méthodes expérimentales pour identifier ces
parametres. L’introduction de forces extérieures périodiques ou impulsives permet d’étendre 1’étude
a des réponses plus complexes. Enfin, les outils comme les spectres de réponse ou I’intégrale de

Duhamel facilitent 1’évaluation de la réponse a des sollicitations dynamiques réelles.

11.2 Définition
Un oscillateur a un degré de liberté est composé d’un bloc rigide de masse m, fixé a un support
par un élément élastique. Ce systéme est représenté a la Figure I1-1. Le seul mouvement autorisé est

le déplacement horizontal x(t) de la masse.

Le lien entre la masse et le support développe une force notée F (x,x), dépendant du
déplacement et de la vitesse de la masse. Cette force caractérise le comportement dynamique de

I’oscillateur, tandis que la force externe F(t) représente 1’excitation appliquée.

| x(t)
C
L F(t)

SNNNNNNNNNNS

Figure I11-1. Oscillateur a un seul degré de liberté soumis a une force variable dans le temps.
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Chapitre 11 Oscillations libres a un seul degré de liberté

1.3 Formulation de I’équation du mouvement
L'application des trois méthodes de dynamique exposées au chapitre | (principe fondamental de
la dynamique, principe des travaux virtuels, et Principe de Hamilton) conduit a 1’équation

différentielle suivante :
mx(t) + kx(t) + cx(t) = F(t) (I. 1)

En divisant par la masse m, on obtient 1’équation normalisée :

" .. 5. _F@®
X+ 28wx + wix = —— (I.2)
m
L'écriture précédente montre que I'équation d'équilibre fait intervenir les deux grandeurs

fondamentales suivantes caractérisant l'oscillateur :

— Pulsation propre : w = \/% (rad/s),

c c _ ¢

2Vkm  2meo Cor

— Rapport d’amortissement : & =

Avec :
W 1 k p
o f= = Z\/; est la fréquence propre (Hz),
o T = ]lf = 2;” = Znﬁ est la période propre (s),

2k . s
Cor = 2Mw = - est le amortissement critique.

11.4 Résolution de I’équation du mouvement

11.4.1Vibration libre
En absence de sollicitation externe (F(t) = 0), I’équation du mouvement (11.2) devient :
¥+ 28wx + w?x =0 (11.3)

La solution générale de cette équation est supposée sous la forme :
x(t) = Le*t (I1.4)
Avec :
x(t) = Asest, ¥(t) = As?est (11.5)

En substituant (11.4) et (11.5) dans 1’équation différentielle (11.3), on obtient 1’équation

caractéristique :

s?+2fws + w? =0 (11.6)
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Chapitre 11 Oscillations libres a un seul degré de liberté

Le discriminant est :

A=4w?*(E*-1) (11.7)
Trois cas sont distingués selon la valeur de ¢ :

1. Systeme non amorti & = 0,

2. Systéme a amortissement sous-critique ¢ < 1 pour les systemes physiques rencontres
dans la pratique,

3. Systéme a amortissement critique & = 1,

4. Systeme a amortissement surcritique & > 1.

11.4.1.1 Systeme non amorti (¢ = 0)

L’équation (I1.3) devient :
¥+ wlx =0 (11.8)
Dont la solution s'écrit :
x(t) = Asin(wt) + Bcos(wt) (11.9)

A et B représentent les amplitudes du mouvement peut s’exprimer en fonction des conditions

initiales c'est-a-dire du déplacement x(t = 0) et de la vitesse x(t = 0)
A P’instant t = 0 en connaissent les oscillations libres du systéme, on voit immédiatement que :
x(t) = Asin(wt) + Bcos(wt) » x(t =0) = B - B = x,

X
x(t) = Awcos(wt) — Bwsin(wt) » x(t =0) = Aw > A = ZO

L’équation (11.9) devient :

x(t) = %Sin(a)t) + xgcos(wt) (I.10)

Ou encore sous forme harmonique :
x(t) = pcos(wt — ) (I.11)

p désigne I'amplitude de la réponse et 8 la phase :

p=+A?+B? = ’(%)2 + (xp)? (Il.11a)

A % %
tang(0) = i wx - 6 = Arctg wx (II.11b)
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La figure 11-2 représente la vibration du systéme au cours du temps :

x(t)
Imaginaire

» Réel

g

t__

w

w
(@) (b)
Figure 11-2. Spectre de réponse en vibration libre d'un systéme non amorti (a), et

représentation de la rotation des vecteurs de vibration libre non amortie (b).

11.4.1.2 Systeme a amortissement sous-critique (§ < 1)
Ce cas correspond a ¢ <1let C <C,. Cest le seul cas intéressant pour I’analyse du

comportement dynamique des structures, celle-ci ayant toujours un amortissement inferieur a

I’amortissement critique.

La solution de I'équation du mouvement en présence de I’amortissement conduit aux deux solutions :

—28w FJ4w?(é%2 -1 _
S12 = J 5 ¢ ) = —¢éw FJw?(¢?-1) (II. 12a)
Lorsque §2 — 1 < 0 et on sait que i = —1, s devient :

s=—¢wFJi?w?(1-¢2)=—¢éwFijJw?(1-¢)=—¢éwFiwp (II. 12b)

Ol wp = w+/(1 — &2) est la fréquence de vibration (pulsation propre amortie).

La solution générale s’écrit :

x(t) = Ae®tt + Be®2! (1. 13a)
2(£) = Ae(§0+iwD)t 4 pe(-Sw—ivp)t (I 13b)

A et B sont toujours déterminer par les conditions initiales, donc 1’équation de la solution

génerale est :

x(t) = [Asin(wpt) + Bcos(wpt)] e 4@t (1. 14)
Avec :
B = x A — xo+éwxg
0 wp

Ce qui donne la solution :
Xy + Ewx
x(t) = [Ow—gosinth + xpcoswpt] e 5@t (11 15)
D
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Chapitre 11 Oscillations libres a un seul degré de liberté

Ou sous forme harmonique :

x(t) = pe~*“t cos(wpt — 6) (11.16)
Avec :
Xo + éwx,
p=+A2+B2 = \/(xo)z + (Ow—“)z (1. 16a)
D
A 32,'0 + Ea)xo X'O + S;wa
-2 _ . =A —_ 1.1

tang(0) B P -0 rctg P (II. 16b)

On notera que pour les facteurs d'amortissement le plus fréguemment rencontrées en structures
¢ <20%.

La relation entre le rapport d’amortissement et le rapport de fréquence peut étre représentée

graphiquement par un cercle de rayon unitaire, comme illustré a la Figure 11-3.

0 1 >5

Figure 11-3. Cercle d’amortissement représentant la relation entre le rapport de fréquence et

le rapport d'amortissement.

Pour une réponse a déplacement initial x, avec vitesse nulle x, = 0, le systeme sous amorti oscille

autour de la position d’équilibre avec une amplitude qui décroit exponentiellement (Figure 11-4).

x(1)
3
\\
xO ‘\’*
i\
T \ " =3n. _ 5
il s paainly NS
“p “p ﬁ;l\ Wp A —t
' 2n ' Am N__ 7 _6m_
wp, N Twp” wp

Figure 11-4. Spectre de réponse en vibration libre d’un systéme a amortissement sous critique.
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11.4.1.3 Systeme a amortissement critique (§ = 1)
Lorsque le discriminant de 1’équation caractéristique (II.6) est nul, cela correspond a un

cr 2m

Dans ce cas, les deux racines de 1’équation caractéristique sont réelles et égales :

- Ccr

=— .17
o = (I1.17)

S1 =8 =

La solution de 1’équation différentielle (11.3) doit alors prendre la forme :

x(t) = (A+ Bt)e ¢ (I1.18)
La présence du terme linéaire Bt est nécessaire en raison de la multiplicité des racines.
X avec vitesse nulle x, = 0

En appliquant les conditions initiales x(0) = x, et x(0) = %, les constantes A et B peuvent

étre déterminées, ce qui conduit a I’expression suivante :
x(t) = [xo(1 — wt) + xpt]e™*t (11.19)

Cette solution montre que le déplacement décroit exponentiellement vers zéro sans oscillations.

La courbe correspondante est illustrée a la Figure 11-5.
x(t)

r .X.O
Xo

” >t

Figure 11-5. Spectre de réponse en vibration libre d’un systéme a amortissement critique.

11.4.1.4 Systeme a amortissement surcritique (§ > 1)

Ce cas correspond a un amortissement supérieur a I’amortissement critique, ¢’est-a-dire lorsque :
C>C, etdonc ¢é>1
Les racines de 1’équation caractéristique (II. 6) sont réelles, distinctes et négatives :
S1p=—¢wFw(?—-1)=—¢wF wp (1. 20)
Avec :

wp = wy/(§2—1) (11. 20a)
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La solution générale de 1’équation différentielle (I1.3) est alors donnée par :

X'O + f(,()xO

x(t) = [ sinh(wpt) + xgcosh(wpt)] e 4@t (IL.21)

La réponse d'un systéme a amortissement surcritique est similaire au mouvement d'un systeme a
amortissement critique, comme illustré a la Figure 11-5; Cependant, le retour asymptotique a la
position de déplacement initial (x, = 0) est plus lent en fonction de la valeur d'amortissement
(Figure 11-6).

x(6)

Figure 11-6. Spectre de réponse en vibration libre d’un systéme a amortissement critique et

surcritique.

11.4.1.5 Détermination du coefficient d’amortissement
Une méthode pratique pour la détermination du coefficient d’amortissement expérimental &,
c’est la mesure du taux de décroissance de I’amplitude d’un systéme amortie en oscillation libre.
Considérons deux pics positifs ou négatives successifs de réponse, tels que x,, et x,,1, qui se

produisent aux instantsn(i—“) et(n + 1)(1—”), respectivement.
D D

Considérons :

Xo + éwx 2m 21
x, (t,) = Ow—fosin (t_ tn) + xgcos (t_ tn>] et@tn = xpe~@in (I1.22)

D n n

Alors,

Xn (tn) = xoe_fwtn et xn+1(tn+1) = xoe_g(l)tn_*,l
Donc le rapport des amplitudes est égal a :

xn e_f(l)tn e—fcutn 1 ZHfL

_ _ B e ame
Yol oot pfet gfet gtar ~ ¢ =€ % (IL. 23)

En prenant le logarithme des deux membres de 1’équation (II.23), on obtient le décrément

logarithmique & :

Xy, )
§=Ln—"=2mf — = ———x (I1.24)
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Chapitre 11 Oscillations libres a un seul degré de liberté

Et pour I’amortissement £ < 20% (y/ (1 — &) = 1), se réduita:
§ = 2t (11. 25)
Remarque :

Il faut rappeler que le décrément logarithmique est définit uniquement pour les systémes sous-

critique car les autres systémes n’oscillent pas.

. . . X —
§=In——;8=ILn";§ =L[n=12,; .. ;8 = Ln—=¢=0
Xi+1 Xi+2 Xi+3 Xi+k
Si on somme :
Xi Xi+1 Xit2 Xit+(k—2 Xit+(k—1
k6 = ln—— + Ln—=+ Ln= +---+Lnl( )+Lnl( )
Xit+1 Xit2 Xi+3 Xit(k-1) Xitk
Xi o Xiv1 _ Xi42 Xit(k-2) _ Xi+(k—1
kS = Ln(—— x ~L 5 T2 5y Zitkd) TG D)
Xi+1  Xi42  Xi43 Xi+(k-1) Xit+k
X;
kd = Ln—
Xi+k
Finalement on obtient :
1 X;
6 =—ILn—
ko Xk

Ou k est le nombre de cycles séparant deux amplitude (x; et x;,).

Dans le cas courant le coefficient & est inférieur & 20%, on voit donc que d’aprés

wp = w+/ (1 — &%) on peut confondre wy, et w avec une précision meilleure que 2%.

11.4.2Vibration forcée
Supposons que le systeme de la Figure 11-1 soit soumis a une charge p(t) harmonique de forme

sinusoidale présentant une amplitude p, et une fréquence circulaire (excitation) @ variant

harmoniquement, comme le montre I'équation du mouvement :
mi + kx + Cx = p(t) (I1. 26)
Ou :
p(t) = posinwt (1. 26a)

Avant de considérer ce cas d’amortissement, il est utile d’examiner le comportement d’un

systéeme non amorti.
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11.4.2.1 Vibration forcée d’un systéme non amorti

Le comportement d'un systéme non amorti contrdlé par I’équation :
mX + kx = posinwt (11.27)
qui a une solution complémentaire de la forme de vibration libre :
x.(t) = Asin(wt) + Bcos(wt) (1. 28)

La solution générale doit également inclure la solution particuliére qui dépend directement a la
forme du chargement dynamique. Dans ce cas de chargement harmonique, il est raisonnable de
supposer que le mouvement correspondant est harmonique et en phase avec le chargement ; ainsi, la

solution particuliere est :
x, (t) = Csinwt (I1. 29)
dans lequel I'amplitude C doit étre évaluée.
En remplacant la solution particuliere (II. 29) dans I’équation du mouvement (II. 27) donne :
—mCw?sinwt + kCsinwt = pysinwt (11. 30)

En divisant I’équation (II. 30) par sinwt (qui est non nul en général) et par k et en notant que

5k . . o _
w® =~ on obtient aprés un certain réarrangement :

C

_Pof 1 | _Poy 1 ]
kl_2| kl1-p

w?2

(I1.31)

Ou B est le rapport de la fréquence de charge appliquée a la fréquence propre d’oscillation, ou

le rapport de fréquence est :

_O I1.31
B=— (1L 31a)
Alors la solution particuliere s’écrire :
1
x, (t) = Z;c_o 1= 32] sinwt (IL. 32)

La solution générale correspond a une excitation appliquée a un systéme non amorti est
maintenant obtenu en combinant la solution complémentaire (I1.28) et la particuliére (II.32) qui
dépend de la forme du chargement dynamique, ainsi, on obtient :

Po 1
k 11— p?

x(t) = x.(t) + x,(t) = Asin(wt) + Beos(wt) + ]sina_)t (I1.33)

Ou les valeurs de A et B dépendent aux conditions initiales.
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Pour le systéme qui commence a partir de repos, c'est-a-dire que x (t =0) =0etx (t =0) = 0,
il est facile de montrer que :

B=0,etA=—%[$]

La solution générale devient :
bo 1

O=T i

] (sinwt — Bsin(wt)) (I1. 34)
Ou:

o Z0— x, :estle déplacement statique, c'est-a-dire le déplacement qui serait produit par
k

la charge p, appliquée statiquement.
1—132: est le facteur d’amplification représentant l'effet de la charge appliquée
harmoniquement.

e sinwt : représente la composante de réponse a la fréquence du chargement appliqué, la
réponse en oscillation directement liée au chargement appliquée.
e fsin(wt) : est le composant de la réponse a la fréquence propre du systeme sous I'effet

de vibration libre qui dépend aux conditions initiales.

11.4.2.2 Vibration forcée d’un systéme amorti

Revenant a I'équation du mouvement (I1.27), y compris I'amortissement, en divisant par m et

en notant que% = 2&éw conduit a :

¥4 28wx + w?x = %sin@t (11.35)

La solution générale est :
x(t) = x.(t) + x, (£) (11.36)

La solution complémentaire de cette équation est :
x.(t) = [Asin(wpt) + Bcos(wpt)] e 5@t (11.37)
La solution particuliére est de la forme :
x, (t) = Gysin(wt) + Gycos(wt) (11.38)

dans lequel le second terme (G,cos(wt)) est requis car, en genéral, la réponse d'un systeme

amorti n'est pas en phase avec le chargement appliquée.
En remplagant I’équation particuliére (II. 38) dans I’équation du mouvement (II. 35) :
—G,@°sinwt — Gyw?coswt + 28w (G wcoswt — G,wsinwt] + w?[Gysin(wt) + Gycos(@t)]

= p—osinﬁt (I1.39a)
m
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[~6:6? + G@(2w) + Go?]cos (@) + [~G10? — G,@(260) + 61w — %] sin(@t)

=0 (11.39Db)

Afin de satisfaire cette équation pour toutes les valeurs de t, il est nécessaire que chacune des

deux termes de sinus et cosinus soit égale a zéro ; ainsi, on obtient
—G,®% + G;w(2Ew) + Gyw? = 0 > G;2E8w® + Gy(w? —@?) =0 (11.39¢)

—G,@% — G (28w) + Grw? — fn—o =0 5 G,(0? — @) — Gy28w@ — fn—o 0 (IL.39d)

Et les fonctions sinus et cosinus ne s’annulent simultanément.

Ces deux équations (I1.39.b) et (I1.39.c) deviennent été satisfaites individuellement en
divisant par w? :
—2
w?

G12§%+G2 (1— >= 0 > G128B + G,(1—B2) = 0 (1. 39%)

6 (1-Z) 6,26 2- P _ 056,05 — G288 -2 = 0 (IL.396)
w2 w Mmw? k

La résolution de ces deux équations (II.39.d) et (1I. 39.e) donne :

_Po 1-p?

“Tk [(1 —F + (%P 1-40)
_Po —25p

. =% e ) (40

Introduire ces expressions (I1.40) et (I1.41) dans la solution particuliére (II. 38) et en combinant

le résultat avec la solution complémentaire (11. 37), la solution générale est obtenue sous la forme :

x(t) = [Asin(wpt) + Bcos(wpt)] e 4@t + %(1 — 32)21+ 228 [(1 — B?)sin(wt)
— (2¢B)cos(wt) (I1.42)
x(t) = [Asin(wpt) + Bcos(wpt)] e *°t + psin(wt — ) (I11.43)

Le premier terme de cette équation (I1.43) représente la réponse transitoire qui disparait
rapidement avec le temps et ne représente que peut intérét, tandis que le deuxiéme terme représente
la réponse permanente, sa fréquence est elle de la charge appliquée mais avec un déphasage, alors la

solution devient :

Po 1
k (1— %)%+ (28B)*

x(t) = [(1 — B?¥)sin(wt) — (2éB)cos(wt) = psin(wt — 6) (11. 44)
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Le module p de la résultante représente I’amplitude de la réponse permanente :

Po 1 Po

p=l V(A= B+ (288 = =—D (Il 44a)
k (1—-pB%)+(26B) k J(I-pD2+ (2862 K
La solution du mouvement permanent devient :
14 1 o _
x(t) = To(l — Tt 28 [(1 — B?)sin(wt) — (2EB)cos(@t)
Sy ! sin(@t — 0) (11 45)

Tk JA-pD7 + 2EB)

P . . 1
Avec B =./1—2&2  estdéfinie si et seulementsi 1 — 282 >0 - & < 5

Ou:
o % : est le coefficient représente le déplacement statistique du systéme sous 1’action de la
force py.

1 1 . .
=_—=: est le rapport de lamplitude de réponse en mouvement

D= i~ %

permanent et du déplacement statique qui serait produit par la force p, s’appelle facteur

d’amplification dynamique.

Ce facteur d'amplification dynamique est representé sur la Figure 11-7 en fonction du rapport £.
Il vaut bien évidemment 1 pour un chargement statique. Lorsque @ tend vers I'infini, D tend vers 0
quelle que soit la valeur de &. A trés haute fréquence, les forces d'inertie deviennent prépondérantes
devant les forces élastique Fy et d'amortissement F.; elles tendent vers I'infini et s'opposent au

mouvement : la masse reste "immobile".

g N

E=1.0 -

0
0 1 2 3

p
Figure 11-7. Facteur d'amplification dynamique.
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Lorsque la pulsation @ de la sollicitation coincide avec la pulsation propre w de l'oscillateur

(w = w) «larésonance », le facteur d'amplification D passe par un maximum égal a :
Dy = % oupg=1 (11. 46)

Ce phénomene est connu sous le nom de résonance. Lorsque I'amortissement est nul, D,

devient infini.

La phase 8 est donnée par la formule ci-dessus est représentée sur la Figure 11-8 en fonction de S :

25p
0 =Arctg——— I1.47
retg 7= (11.47)
Ou:0° < 9 <180
180° =
£=0 e
E=005 = - i
=02 //
£=05
> ‘X). Q:l.()_
()() | 2 3

B

Figure 11-8. Phase de la réponse stationnaire.

A faible fréquence, la phase est nulle ou négligeable : le systéme répond instantanément a la
sollicitation. Lorsque la résonance est atteinte (f = 1), il se produit un déphasage de 90° entre
force appliquée et déplacement résultant : le déplacement est nul lorsque la force est maximale, et
vice-versa. A haute fréquence, le déplacement est maximal, en valeur absolue, au méme instant que
la force mais se produit dans la direction opposée a la force. Rappelons que corrélativement, comme

on I'a vu précédemment, son amplitude tend vers 0.

11.4.2.3 Etude de la résonance

On a vu que pour l'oscillateur simple, lorsque la pulsation de la sollicitation coincidait avec la
fréquence propre de l'oscillateur, la réponse, en termes de déplacement, passait par un maximum qui
pouvait étre infini si I'amortissement de l'oscillateur était nul ; cette tendance peut étre observée sur
la Figure 11-8. Pour les faibles valeurs d'amortissement, on voit sur cette méme figure que
I'amplitude de réponse maximale en régime permanent se produit & un rapport de frequence
legérement inférieur a l'unité. Méme ainsi, la condition resultante lorsque le rapport de frequence
est égal a l'unité, c'est-a-dire lorsque la fréquence de la charge appliquée est égale a la fréquence de

vibration naturelle non amortie, est appelée résonance.
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Le facteur d'amplification dynamique D dans cette condition (8 = 1) est :

D _ 1
ﬁ=1_25

Pour trouver la valeur maximale ou la valeur de pic du facteur d’amplification dynamique, il

faut différencier son équation par rapport a 3 et résoudre I'expression résultante pour obtenir {3 :

Bpic =+/1— 282 (11. 48)

. , .. . . 1
qui donne des valeurs réelles positives pour les facteurs d'amortissement ¢ < Pl le facteur

d'amplification dynamique D devient :
1 1l w

D -
" e f1—282 2 wp

La différence entre ces deux équations du facteur d'amplification dynamique D est faible, la
différence étant la moitié de 1% pour & = 10% et de 2% pour & = 20%

(11. 49)

Pour une compréhension plus complete de la nature de la réponse résonante d'une structure au
chargement harmonique, il est nécessaire de considérer la solution générale, qui comprend le terme
transitoire ainsi que le terme en régime permanent. A la fréquence d'excitation résonante (f = 1),
cette équation devient :

x(t) = [Asin(wpt) + Bcos(wpt)] e 4@t — I;{—O%?t) (I1.50)

En supposant que le systeme soumis & des conditions initiales nulles en déplacement

x(t = 0) = 0 et vitesse, x(t = 0) = 0, les constantes sont :

1
A=0 2 _Po et B =20_

k 20p  k 21-¢2 k 2¢
Ainsi, I'équation (II. 50) devient :
x(t) = Po 1 (L sin(wpt) + cos(th)> e~twt — cos(a)t)l (II.51a)
k 2§ \2,/1-¢2

qui se simplifie pour les faibles valeurs de &(qui a prévoir dans les systémes structuraux) et un
temps t suffisamment éleve en :

x(t) = ZpTOE et@t — 1)cos(wt) (IL.51b)

Lorsque le systéme est non amorti, le passage a la limite de 1’équation pour ¢ — 0 donne pour

réponse :

x(t) = g—z [sin(wt) — wt cos(wt)] (II.51c¢)
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11.4.3 Réponse du mouvement d’un support :

Dans les cas précédents, on s'est intéressé a la réponse d'un oscillateur a un degré de liberté
soumis a des sollicitations appliquées directement a la masse m. Une autre forme de sollicitation est
celle constituée par un mouvement du support. C'est en particulier le cas de sollicitations provenant
par le sol comme les vibrations ambiantes ou les sollicitations sismiques ; dans ce cas, le support de

I'oscillateur simple représente le sol.
o x.(t) = x,osinwt : déplacement de la base de support,
e x, .déplacement relatif de la structure,

o xr(t) = x,(t) + x,(t) : déplacement total (structure + support).

11.4.3.1 Equation différentielle du mouvement en fonction du déplacement total

Selon la Figure ci-dessous (Figure 11-9), on a :

ZF=0—>F1+FIS+FC+Fk=O (I1. 52)
mX, + m¥X; + cx, + kx, =0 (I.53)
x(t
| (t)
7 Fc
T . S DU N
A =
Bl F,
7 O O I

Figure 11-9. Oscillateur a un seul degré de liberté avec un mouvement du support.

xp(8) = x5(6) + % (t) = x,(6) = 27 () — x5(¢) (11 54)
En remplacant I’équation (II. 53) dans I’équation (II.52), on obtient :
m(ir — ¥;) + mi, + c(xp —x,) + k(xp —x,) =0 (I.55)
En simplifiant, I’équation (II. 54) devient :
mXr + cxXp + kxy = cxg + kxg (I.56)

Avec :

X, (t) = x59Sinwt — x,(t) = xg9wcoswt

Ce qui donne :

mir + cxXr + kxp = cxgowcoswt + kxggsinwt (II.57a)
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mir + cxr + kxy = pgsin(wt — y) (II.57b)
Ou:
CWwXxgy CW
= =— 1L
tang(y) ey K (IL. 58a)

Et comme : E=$—>c=2mwfet w=\/§—>k=a)2m

Donc:
2mwéw 7]
tang(y) = = 28— =2¢B (11. 58Db)
k W
Ainsi que :
po = v (kxs0)? + (cxs0®)? = x50k 1 + (28B)? (I.59)

La solution du mouvement dans ce cas est donner par :

x(t) = réponse transitoire + réponse permanente

st\/ 1 + (Zfﬁ)z
JA =D+ (2£B)2

x(t) = %D sin(wt+y —0) = sin(@t +y —0) (11. 60)

Ou, y — 6 : déphasage entre le déplacement total et le déplacement du sol (support).

11.4.3.2 Equation différentielle du mouvement en fonction du déplacement relatif

L’équation (II.53) peut s’écrire :

mi, + cx, + kx, = —m¥; (I.61)
Avec :
¥, = Xgo@2sin@t et f ==
Donc I’équation (I1.61) devient :
m¥, + cx, + kx, = —m¥, = mxgyw?sinwt = x;ompBrw?sinwt
= x40kB%sinwt = pysint (11.62)
La solution permanente s’écrit :
x, (t) = psin(wt — ) (I1.63)
Avec :
=2 =2
Po mxgsow w
7: ;{ :Est :xSOﬁZ

Donc I’équation du mouvement en fonction du déplacement relatif s’écrit comme suite :

2
x,(t) = *sof sin(@t — 0) (1. 64)

JA =B+ (28B)2
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11.4.4 lsolation vibratoire

On distingue deux types d’isolation :

Une machine engendre des forces périodiques susceptibles de détériorer la structure qui la porte
(on transmettre des vibrations indésirables c’est le cas d’amortie mal équilibré, ou des instruments

fragiles sont portés par une structure qui vibre de maniére conséquente.
a. Machine vibrante

La machine tournante (Figure 11-10) produit une force verticale oscillatoire p(t) = pysinat. La
machine mal équilibrée est montée sur un support a un degré de liberté (type ressort-amortisseur).

p(t) = posinit

x(t)

1F=Fk +F,

Figure 11-10. Oscillateur a un seul degré de liberté avec un mouvement du support.

La réponse de déplacement relatif stable (en régime permanent) est donnée par :

x(t) = %Dsm(at —0) (IL. 65)
F, = kx(t) = pyDsin(wt — 6) (I1.66)
E. =cx(t) = CI;{—ODECOS(Et —0) = 2¢BpyDcos(wt — 6) (I.67)

Etant donné que ces deux forces sont déphasées de 90° I'une par rapport a l'autre, il est évident

que I'amplitude de la force de réaction de base totale est donnée par :

Frax = [F* + E% =/ (0oD)? + (28ppoD)?* = poD/1 + (2&B)? (I1.68)

Le rapport de la force max a la base et de I’amplitude de la force appliquée que nous appelons :

F
Ty = ’;‘”‘ = D1+ (2¢B)>? (1. 69)
0
Ou:

Ty : est le rapport de transmissibilité des vibrations (excitation par chargement ou par vibration).
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o
[}

| |
5”11
2
=
Na
I
=
o o
] ]
al= el ol

0 1 2 2 3

Rapport de fréquence 3

Figure 11-11. La relation entre le rapport de fréquence et de transmissibilité.

Toutes courbes passent par un méme point correspondant un support de fréquence g =2 la
différence avec 1’autre courbe D en fonction de S est due a I’influence de la force d’amortissement.

Il est donc évident que 1’amortissement réduire I’efficacit¢ d’un systeme d’isolation en vibration

pour toute fréquence supérieure au rapport critique 8 = V2.

b. Support vibrant

Masse a isoler portée par un systéme ressort-amortisseur sur un dalle soumise a des vibrations

harmonique verticales (Figure 11-12).
xr(t)

I

m

lc
= St
2 lxs(t) = XxgoSinot

Figure 11-12. Support vibrant.

0o

Le déplacement de la masse par rapport a la base :
x(t) = x50B%Dsin(wt — 0) (11.70)
En ajoutant vectoriellement le mouvement a la base on peut montrer que le mouvement total de

la masse est :
x7(t) = x504/ 1 + (26B)%Dsin(wt — 0) (I1.71)

La transmittance dans ce cas est le rapport de I’amplitude du mouvement de la masse et de

I’amplitude du mouvement de la base :

Tp = x:cm:x == 1:0(26‘8)2 D = Dy1+ (2¢p)? (1. 72)

Dans les deux cas de figure la transmittance est la méme.
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La courbe T en fonction de B permet de définir I’efficacité des systémes d’isolation en
vibration (pour les deux types de problémes) lorsqu’on calcule un systéme d’isolation en vibration,
il est commode d’exprimer son comportement en fonction de son efficacité d’isolation plutot qui en

fonction de la transmittance, cette efficacité :

2

Ty i

—1-Tg=El =

= 571 (ef ficacité d’isolation) (I.73)

On voit que sur la figure qui un systeme ne fonctionne bien que lorsque le rapport de fréquence

B > /2 et que I’amortissement est indésirable (c.a.d. & = 0).

11.4.4.1 Récapitulation

a. Support aisoler : m partie qui vibre
Fnax ) _Fo | s e 3
Tp = ——o—==—Dy1+ (2£p)? k (LS k| systéme d'isolation
Fy Fy 2 2
j partie a isoler
b. Structure a isoler : m ) partie a isoler
XTmax (t) X0 N
Tp = ————= = —Dy/1 + (2£B)? c ; - -
R oy %o (28B) % L g systeme d'isolation

:l partie qui vibre

Donc :
V1+(2¢p)?
Tp =D+ 1+ (2 2 =
’ G = s ey
Exercice :

Des déflexions se développent parfois dans les poutres de pont en béton en raison du fluage, et
si le pont se compose d'une longue série de portées identiques, ces déformations entraineront une
excitation harmonique, dans un véhicule traversant le pont a une vitesse constante. Bien entendu,
les ressorts et les amortisseurs de la voiture sont destinés a fournir un systeme d'isolation contre les

vibrations qui limitera les mouvements verticaux transmis de la route aux occupants.

La Figure 11-13 montre un modele hautement idéalisé de ce type de systéme, dans lequel le
poids du vehicule est de 1814 kget sa rigidité du ressort est définie par un test qui a montré que
I'ajout de 45,52 kg a provoqué une déviation de 0,208 cm. Le profil du pont est représenté par une

courbe sinusoidale ayant une longueur (poutre) de 12,2 m et une amplitude de 3,05 cm. A partir de
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ces données, il est souhaitable de prédire les mouvements verticaux a I'état stationnaire de la voiture

lorsqu'elle roule a une vitesse de 72,4 km/h, en supposant que I'amortissement est de 40%.

m = 1814Kg Jxr(t)

— Vitesse =724 km/h

_[

surface du pont

3.05m

! L=1220m !

Figure 11-13. Véhicule se déplace sur un pont inégal a une vitesse constante.
Solution :
La période d'excitation est :
l 12.2

T, i WRVETE 3600 = 0.607 sec

La période naturelle du véhicule est :

T_Zn_z M
w0 T k

r - F 4552 x10 X 1073 — 218.846 kN
T X 0208x102 O /m
T =2 1814 =0.572
=T 9223448 x 108 0 0 %¢C

s T 0572 . . , ]

Doup = T oe0r = 0.942, etavec & = 0,4 I'amplitude de la réponse est :
) .
TR — XTmax (t)
Xs0

J1+ (28B)2 _ J1+ (2% 0.4 x0.942)2

JA =2+ @2E)2 /(1 0.9422)2 + (2 x 0.4 x 0.942)2

Tp = D\/1+ (2¢p)% = = 1.643

Xrmax () = Tp X x50 = 1.643 X 3.05 = 5.011 cm

Il est également intéressant de noter que s'il n'y avait pas d'amortissement dans le véhicule
(¢ = 0), l'amplitude serait :
1

Tp = ——

Alors :

1 1
XTmax (t) = TR X X0 = 3 XXgo =T ——= X 3.05 =27.078 cm

1-p 1—0.9422
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I1.5 Excitation périodiques spéciales et génerales

I1.5.1Réponse d’un systéme a un degré de liberté a une excitation périodique
Généralement n’importe quel mouvement périodique s’exécute d’aprés la fonction x = p(t) ou
p(t) étant un périodique et peut étre considérée comme un mouvement résultant d’une
superposition d’une infinité de vibration harmonique (c.a.d. d’'une somme infinie de termes en sinus
et en cosinus). Une telle somme de composantes est connue sous le nom de série de Fourier.
p)

A

(<
LS

A V|
'_Tp_’L_ Ty

Figure 11-14. Chargement périodique arbitraire.
p(t) = ag + a;coswt + a;cos2wt + - + a,cosw,t + bysinwt + bysin2ot + -+ + b, sind, t

p(t) S’exprime encore :

p(t) =ay + Z(ancos Wyt + b, sin w,t) (I1. 74)

n=1

. . . . _ 21
Ou I’excitation harmonique : @, = n-—
p

Les coefficients d'amplitude harmonique peuvent étre évalués a lI'aide des expressions :

1 (T
ag = —f p(t)dt (I1. 74a)
Ty Jo
2 2 (W 21
a, = —j p(t)cos w,tdt = —j p(t)cosn—tdtn =1,2,3,... (I1. 74Db)
Ty Jo Ty Jo T
2 o 2 (T 21
b, = —j p(t)sin w,t dt = —J p(t)sinn—tdtn =1,2,3, ... (II. 74¢)
Ty Jo Ty Jo T

11.5.1.1 Réponse d’un systéme non amortie a une excitation périodique

i
O
4
Z
2 AW " p(t) = posint
2 k
Z

|

Figure 11-15. Systéme non amortie a une excitation périodique.
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Chapitre Il
Nous souhaitons trouver la réponse en régime permanent. Tout comme pour l'excitation

harmonique, la réponse d'un systeme linéaire a une force périodique peut étre déterminée en
combinant les réponses aux termes d'excitation individuels dans la série de Fourier

La réponse totale de la vibration forcée d’un systéme non amorti est donnée

sin wt (I.75)

x(t) = Asin wt + Bcos wt + k 1= ﬁz)

Mouvement transitoire + Mouvement permanente

La réponse totale du systeme & un excitation périodique dépond

Chargement harmonique de fréquence @ et d’amplitude a,, et b

La composante permanente de chaque terme en sinus et en cosinus
——Sin w,t

[ ]
1
Terme en sinus : b, sin @, t — x(t) = -~ D)

1 _
157 C0S Wnt

n
k

Terme en cosinus : p(t) = a, cos w,t - x(t) =

e Leterme constant et le déplacement statique : p(t) = ag » x(t) = —

La réponse periodique totale (permanente) de la structure non amortie peut alors étre exprimee

comme suit ;
(11.76)

x(t) = %{ao + ; [ﬁlﬁn)z)] (a,cos @,t + b, sin w,t)

=npfy = Bn =nPo

SHES|

Ou: B, =n
Un chargement périodique arbitraire exprimé en série de Fourier comprend

Une force constante représentée par le coefficient a,

[ J
Une série de chargement harmonique de fréquence &, et d’amplitude a,et b

11.5.1.2 Réponse d’un systéme amortie & une excitation périodique

c#0;p(t) =ay+ Xy_q(a,cos @,t + b,sin @,t)

Le terme en sinus :

b 1
Xps = — (sin w,t — 0)
k(1= 8,2)" + (288,
by, 1 N . _
=7 1- n nt_(zz n) nt
k (1—/3n2)2 + (2¢B,)? (2 =6, sin Bu)cos Bl

(11.77)

40
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Chapitre 11 Oscillations libres a un seul degré de liberté

Le terme en cosinus :

De la méme maniére :

a, 1

=" 1-B,° Dot + (28B,)sin @,t 1.78
k(l—&ff+(%ﬂJJ( o oos But + (28R )sim &) (7o)

xnc
La réponse totale permanente donnée par :
©=Lfa+ Y

X = 2 a
n=1

+ [an (1 = B,%) — 2£b, B, ] cos (T)nt)} (1. 79)

1
(1-8.2)" + (26B,)?

]([Zfanﬁn (1 5, sin

Forme exponentielle de la solution par série de Fourier :

Les équations relatives aux séries de Fourier peuvent également s’écrire sous forme exponentielle

en substituant aux fonctions trigonométriques les expressions exponentielles suivantes :
. 1., i 1., _
sinx = El(e”‘ —e ™) ; cosx = El(e”‘ +e ™)

Le résultat devient :

+o0
p(t) = Z C,e'@nt (11.80)
n=—ow
Ou:
1 (% ._
C, = —J p(t) e 'Ontdt (I1.80a)
Ty Jo

11.5.2Réponse a un chargement impulsive :
Une charge impulsive consiste a une impulsion unique semblable a la figure, elle est

généralement de courte durée (le choc).

La réponse maximum a un chargement impulsive sera atteinte dans un coup de temps court,
avant que les forces d’amortissement n’aient le temps d’absorber une énergie conséquente, pour

cette raison ont considéré que la réponse est non amortie.

p(t)

3

Figure 11-16. Chargement impulsive quelconque.
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a. Impulsion rectangulaire :

Certaines charges impulsives peuvent étre représentées par une fonction analytique simple
(Figure 11-17).
p(t)

"_tl_'l‘_ tr_'l

Figure 11-17. Impulsion rectangulaire.
La réponse sera divisée en deux phases :

e Phase | : chargement

e Phase Il : vibration libre
Phase | : charge appliquée de maniere instantanée constante appelons Echelon.

Pour0<t<t

{mjg + (cx = 0) + kx = p(t) {xc(t) = Asinwt + B cos wt

x(t) = x:(t) + x, (t) X, (£) = B2
- x(t) = Asinwt + B cos wt+% (I1.81)

On tire de ce résultat la solution générale avec les constantes de vibration libre calculée pour

satisfaire les conditions initiales :

x(t =0)=0;x(t =0) = 0 et on remplace dans I’expression on obtient :

x(t) = Z;(—O (1 — cos wty) (11.82)
Phase 11
t 2 tl N . . - ’ . 1 ’
{t' ¢ le systéme est en vibration libre x(t ) = Asinwt + B cos wt
—t—4u
_ Xo(t1)
x(t) = ” sin wt + x4 (t1) cos wt (I11.83)

Le chargement de plus courte durée, la réponse maximum se produira pendant la vibration libre
. t 1,. . N .
dans la phase 1l si le temps Fl > (il se produira exactement a la fin de la phase 1), dans ce cas le

facteur d’amplification dynamique D,,,, = 2.
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Dyax = xT;l(C)lx (11.84)
*
. 2 1,
Xmax = [<x031)> + (xO(tl))zl (11'843)

Oou:

: . 2
xo(ty) = i—o(l —cos wty) ; x(ty) = i—o(a)sm wty) ;0= ?ﬂ

1
. 2 /2
wsinwt
Xmax = %[(Tl) + (1 —cos wtl)zl = %(sinZ wt; + 1+ cos? wt, — 2 cos wt;) 72

1
t.172
= p—O(Z — 2cos a)tl)l/z =P [2(1 — cos a)tl)]l/Z _ Do [2(1 — cos 27‘[—1)
k k k T

_ Do [2(25in2nt—1)]1/2 =R (ZSinn t—l) (11.84b)

k T k T '
. S e (11. 84c)

max — T pg T '

k
La réponse maximale a l'impulsion rectangulaire varie comme une fonction sinus pour

1 T po
A e — ) _nt0
T =7 - Xmax (tl 2) Zk

24

L]
[ Rectangulaire

20 ra

A

—

0.8

L

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 16 1.8 20

Facteur d’'amplification D

durée d'impulsion

b
Rapport =

période
Figure 11-18. Relation entre le facteur d’amplification dynamique et le rapport t?l de

I’impulsion rectangulaire.

Remarque :

Le facteur d’amplification dynamique varie quand le rapport % comprise entre 0 et %

b. Impulsion triangulaire :
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La charge d'impulsion a analyser en détail est I'impulsion triangulaire décroissante représentée

sur la Figure 11-19.

p(t)

Po\
>

— t—sfe—t'—

phase Il phasell

Figure 11-19. Impulsion triangulaire décroissante.
Phase I: x(t) = x.(t) + x, (¢t)
La charge au cours de cette phase est de po(1 — ti) pour laquelle il est facile de démontrer que
1
la solution particuliere de I'équation de mouvement est :

pt) p t
X (1) === = ?0(1 - E) (11.85)

En combinant de cette solution avec la solution complémentaire et en évaluant ses constantes,

supposant les conditions initiales nulles (systéeme initialement au repos), on trouve :

_ _Po _ Ppo
A= ketB——

wktq
Do [Sina)t t ]
t) =— - t——+1 I1.86
- x(t) k ot cosw L ( )
Phase Il : la réponse dans cette phase, on le retrouve de la méme maniére que dans les cas
précédents a la fin de laphase | (t = t;):
Do [sinwt1 ]
x(ty) =— — coswt I1.87
&) =% o 1 (11.87)
Elles peuvent reportée dans 1’équation :
x(t
x(t) = (a)l) sinwt + x(t;)coswt (I1.88)

Pour obtenir la réponse en vibration de la phase II.

, . .t
La reponse maximale se trouve dans la phase Il ou Fl <04
c. Impulsion en forme sinusoidale :
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Considérons I'impulsion d'une seule onde sinusoidale illustrée a la Figure 11-20. La réponse a
une telle impulsion sera divisée en deux phases comme illustré, la premiere correspondant a la
phase de vibration forcée dans l'intervalle pendant lequel la charge agit et la seconde correspondant

a la phase de vibration libre qui suit.

p()
DPoSinwt
Pol--
> 1
N ty :I: t’
phase I phase I1

Figure 11-20. Impulsion en forme sinusoidale.

Phase | : Au cours de cette phase, la structure est soumise a un chargement harmonique d'une
seule onde demi-sinusoidale, initié du repos, la réponse non amortie y compris le terme transitoire

et le terme permanent, est donné par la simple expression de la charge harmonique :

POUr0<=<1-0<t<t
1

x(t) = @;Sin wt — Bsinwt (11.89)
k(1-5%)

Phase 11 : Le mouvement de vibration libre qui se produit pendant cette phase,t > t;, dépend

du deplacement x (t;) et de la vitesse x (t;) existant a la fin de la phase I.

x(t1)

w

x(t) =

sinwt + x(t;)coswt (11.90)

Ou la nouvelle variable t' =t — t;.

L’amplitude de la réponse dynamique qui résulte de la charge impulsive dépend du rapport
entre la durée de la charge et la période de vibration propre de la structure le facteur de réponse
tg 1, 3 .
pour — = - B —4est.

D= Xg) (I1.91)
k

11.5.3 Spectre de réponse ou spectre de choc
D’apres les résultats précédents on voit que la réponse maximale produite dans une structure non

amortie a un degré de liberté par une forme donnée de chargement impulsif, ne dépend que du rapport
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% entre la durée de I’impulsion et la période propre (naturelle) de la structure. Il est utile de tracé le

facteur d’amplification dynamique en fonction de % pour diverses formes de chargement impulsif.

N
=

%ﬁgngulaim
| K
j : / 7 "—_‘: M“USOWE"E Mriangulaire
Z ; / ] —
0.8 /

0.4

Coef ficient d’amplification D

0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 16 1.8 2.0

- r- .
durée d impulsion

Rapport tT—l =

période
Figure 11-21. Spectres de déplacement-réponse (spectres de choc) pour trois types

d'impulsions.

Exercice :

Utilisons le spectre de choc pour évaluer la réponse maximale d'une structure a une charge
impulsive, le systeme de la Figure 11-22 représente un batiment a un étage soumis a une charge

d’explosion triangulaire. Pour le poids et la rigidité donnés de cette structure.

X

—
p(t) M = 3001
—

p(t)

Rigidité totale latérale:
k =1.75 x 10° N/m

Po=5%x10°N

L

— t, = 0.05 sec —’I

77777 77777
Figure 11-22. Batiment soumis a une explosion triangulaire.

Solution :
La réponse maximale est donnée par :

Po
Xmax = Dmax ?

Dr. Toubal Seghir Nadhir 46



Chapitre 11 Oscillations libres a un seul degré de liberté

La détermination de D,,,, dépend de la valeur de %

La période naturelle du batiment est :

Lz M s00x10%
“w Tk T T 75 x 100 oe e

Le rapport de la durée de I'impulsion a la période naturelle devient :

t; 005 _ 0.610
T 0082

Selon la courbe la valeur de facteur d’amplification dynamique maximale est : D,,,,, = 1.33

Donc le déplacement maximum sera :

—p_  P0_ 133 5x10° = 0.38
Xmax = Ymax 77 = 299 2 Toe 909 x 10-2 . oo

La force (résistance) élastique totale des poteaux développés est :

for = kXpgy = 1.75 x 10% x 0.38 X 1072 = 6.65 x 10°N

11.5.4 Réponse a une excitation dynamique quelconque

-Systéme sous une impulsion de courte durée :

Considérons un chargement dynamique quelconque pondant la fraction de temps dz, qu’il fait
subir a la structure une impulsion de courte durée, la solution de I’équation du mouvement pour un
systtme liniere a un degré de liberté soumis a une force dynamique quelconque
mX + cx + kx = F(t) dans le but de développée une méthode générale pour résoudre cette
€quation sous charge dynamique quelconque. On considére tout d’abord la réponse du systéme sous

une impulsion de courte durée (impact).

Si la durée de I’impact est trés courte relativement a la période naturelle du systéme, on peut
considérer alors I’impulsion comme charge ponctuelle c’est-a-dire le systéme n’a pas le temps de

réagir durant 1’intervalle de temps ¢;.

La relation fondamentale reliant I’impulsion a la quantité du mouvement (interaction sol-structure) :

d

mi(t) = mE = F(t) (I1.92a)

di = %dt (IL.92b)

x(t) = % f Fdt (1L 92¢)
0
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La solution peut se formuler :

X
x(t) = Asinwt + Bcoswt = Zosinwt + xpcoswt (I.93)
x(t1) | 1 (f .
x(t) = sinwt = — | F(t)sinwtdt (11.94)
) mw J,

C’est la solution du systéme libre non amortie.

On peut représenter toute charge dynamique arbitraire par une succession d’impulsion (systéme

liniere), comme illustré sur la figure ci-dessous le chargement F (7) agissant a l'instantt = 7.

plgt)

/

N T :! |<— dt

Figure 11-23. Principe d'obtention de I'intégrale de Duhamel (systeme non amortie).

La charge dynamique arbitraire représentée par une succession d’impulsion rectangulaire. Ce
chargement agissant pendant l'intervalle de temps dt représente une impulsion de tres courte durée
F (1) dt sur la structure, la réponse produite par cette impulsion est exactement égale a :

F(t)dt
mw

dx(t) = sinw(t — 1) (I.95)

Dans cette expression, le terme dx (t) représente la réponse en fonction du temps de I'impulsion
différentielle pendant toute la durée t > t; ce n'est pas le changement de x pendant un intervalle de

temps dt.

La reponse totale de ce systeme sera obtenue en additionnant toutes les réponses différentielles
développées au cours de I'historique de chargement (c'est-a-dire en intégrant la réponse dx(t))

comme suit ;

x(t) = %ItF(T)sinw(t —1)dt t=>0 (I1.96)
0

Cette expression, généralement connue sous le nom d'équation intégrale de Duhamel, peut étre

utilisée pour évaluer la réponse d'un systéme non amorti & toute forme de chargement dynamique F (t).

Dr. Toubal Seghir Nadhir 48



Chapitre 11 Oscillations libres & un seul degré de liberté

Exercice :

Considérons la réponse de la structure représentée sur la figure ci-dessous a la charge impulsive

indiquée. Déterminer I’effort élastique max.

Donnée : k = 90 X 10?2 kN/m ;m = 1000 t ; py = 2.5 x 10°N

p(t)
A
x(t

) (t)
/ t —
1 MMW—— ﬂ. po = 2.5 X 105N
7 m v
7, k >t
/]
; S ; g g 4-0.19‘4-0.1-» 1—0.1+|

Figure 11-24. Chargement impulsive de courte durée.
Solution :

L’effort ¢lastique max est donnée par :

fel max = KXmax

La réponse totale de ce systéme est :
1 f1
t) =— t)dt)sinwt
x(© = o) p@dsing

La réponse maximale obtenu si et seulement si sinwt = 1

Alors :
t1 0.34+0.1) x 2.5 x 10°
p(t)dt=( ) =5x10*N
2
0
|k 90><102><103_3 p
®= 17~ |TTooox10s S rad/sec
= x 5% 10% = 1. x 1072
*mar = T500 X 107 X3 5x 10% = 1.667 X 10~2m
Donc :

fot max = 90 X 10% x 103 x 1.667 X 1072 = 1.5 x 10°N
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Oscillations libres a un seul degré de liberté

11.5.4.1 Cas ou la charge est directement appliquée a la masse

Systéme initialement non au repos et non amortie (x, # 0; Xy # 0 ; ¢ = 0), la solution

devient :
(t)—xo‘ t+ t+1ft()' t—1)d (1.97
x(t) = ” sinwt + xgcosw A p(T)sinw(t — t)dr .97)

Systeme initialement au repos et non amortie (xo = 0; X, =0 ; ¢ =0), la solution

devient :

x(t) = %ftp(r)sinw(t —1)dt (11.98)
0

Systéme initialement non au repos et amortie (x, # 0; X, # 0 ; ¢ = 0), la solution

devient :

x(t) = [xof%sinwl)t + xgcoswy t] e twt 4 m%)DfOtp(r)sinwD (t — e **tdr (11.99)

11.5.4.2 Cas ou le support est excité

Il faut présider a la recherche de la force effective qui va remplacer x,(t) ; x,(t) ; X, (t).

En cas du mouvement de support :

|

|

|

|

/

1

’

i

77777777 77TTITTT 7177717
Figure 11-25. Mouvement de support.

Equation différentielle du mouvement en fonction du déplacement relatif (11.52):

ZF:O—>F,+ Fo+ F+ F, =0

mX, + mi; + cx, + kx, =0

m¥, + cx, + kx, = —mi; = p,s (1) — Force effective relative

D’apres I’intégrale de Duhamel (¢ = 0) :

X 1 [t
xp(t) = %sinwt + xgrcoswt + %J Pess X (D)sinw(t — T)dt (I1.100)
0

Equation différentielle du mouvement en fonction du déplacement totale (11.55):

m(¥r — X)) + mi, + c(xr — %) + k(xy —x,) =0

miyp + cxp + kxp = cxXg + kxg = poss ' (1) (11.101)
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L’intégrale de Duhamel dans ce cas devient (¢ = 0) :
X 1 (t
xr(t) = 2 sinwt + Xorcoswt + —f Pess | (T)sinw(t — 1)dt (11.102)
w mw J,

11.5.5Spectre de réponse sismique

Le spectre de réponse dans ce qui a proceédé nous de vous supposer un systeme dans le temps
comme étant défini c’est-a-dire les parametre comme m, k et c étaient supposés connus et on
déterminait la réponse du systéme a une charge donnée pour des éventuels prédimensionnement des

¢léments résistant d’une construction.

Le probléme qui se pose a I’ingénieur est celui de déterminer un ou plusieurs paramétres (m, k
et ¢) d’un systéme afin de limiter une certaine réponse (déplacement, vitesse, contrainte...etc.), le
spectre de réponse est une caractéristique fondamentale d’un accélérogramme en ce qui concerne la
réponse maximale qu’il produit sur un systeme linéaire a un degré de liberté et c’est un tracé des
réponses maximale (déplacement, vitesse, accélération) a une excitation sismique en fonction de la
période de vibration naturelle T du systeme, ou d'un autre parameétre tel que la pulsation propre w
ou la fréquence propre f.Chacun de ces tracés est destiné a des systémes a un seul degré de liberté
ayant un rapport d'amortissement fixe &, et plusieurs de ces tracés pour différentes valeurs de ¢ sont
inclus pour couvrir I’ensemble des valeurs d'amortissement rencontrées dans les structures réelles.
Que ce soit la réponse maximale est tracée en fonction f ou T est une question de préférence
personnelle. Nous avons choisi ce dernier parce que les ingénieurs préferent utiliser la période
naturelle plutdt que la fréquence naturelle car la période de vibration est un concept plus familier et

intuitivement attrayant.

A cet effet, la réponse d'un simple oscillateur (Figure 11-25), s'est révélée inestimable. La
réponse de déplacement relatif de cette structure a une seule composante spécifiée de I'accélération

du sol X, (t) peut étre exprimée dans le domaine temporel en utilisant I'intégrale de Duhamel, s'il est

note que, —m X (t) = pesr (t) ; Donc,

x(t) =

t
. , £ — —w (-1 g I1.103
— JO m & (1)sinwy (t — 7)e T (11.103)

Lorsque la différence entre la pulsation propre amortie wpet la pulsation propre non amortie w
est négligée, généralement pour les petits rapports d'amortissement des structures réelles (disons
& < 20%), et lorsqu'il est noté que le signe négatif n'a aucune signification réelle en ce qui

concerne l'excitation sismique, cette équation peut étre réduite a :

1 t
x(t) = ;f ¥ (T)sinw(t — 1)e$*tDdr (11.104)
0
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La premiére dérivée de cette I'équation, donne la vitesse relative correspondante :
t t
x(t) = f ¥s(1)cosw(t — T)e @ t"dr — Ef ¥s(D)sinw(t — 1)e 5@t qr (I1. 104a)
0 0
De plus, en remplacant ces deux équations (11.104) et (11.104a) dans I'équation du mouvement a
vibration forcée, écrite sous la forme :
¥r(t) = —2w&Xx(t) — w?x(t)
On obtient la relation d'accélération totale :
¥r(t) = w(282 — 1) fot ¥ (T)sinw(t — 1)e @t dr — 2wé fot ¥.(t)cosw(t — T)e @t dr (11.105)

Pour le prédimensionnement des éléments résistant d’une structure on s’intéresse généralement
aux valeurs maximales absolues de la réponse donnée par ces équations. Il existe plusieurs types de

spectres de réponse qui on définit :

e Spectre de déplacement relatif (déplacement spectrale) : sp = X,nax
e Spectre de vitesse relative (vitesse spectrale) : sy = X4

e Spectre d’accélérationrelatif : 55, = X,

e Spectre de déplacement absolue : spr = (%, + X5)max

e Spectre de vitesse absolue :syr = (%, + X5)max

e Spectre d’accélérationabsolue (accélération spectrale) : syur = (X, + X5)max
Remarque :

Les spectres les plus utilisés en génie parasismique sont les spectres relatifs, de déplacement et

de vitesse (sp, sy) et le spectre d’accélération absolue (su7).

Propriétés des spectres de réponses sismique :

Les spectres de réponses possédent des propriétés suivantes :

e IlIs donnent des valeurs de réponses maximales d’un systéeme a un degré de liberté
soumis a un séisme.

e |Is donnent des maximales de réponse a chaque mode.

e IlIs indiquent la distribution en fréquences de I’énergie sismique dans le sens que la
réponse d’un systeme a un degré de liberté est amplifiée quand 1’énergie sismique se

situe prés de la fréquence naturelle.
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Les spectres illustrés dans la Figure 11-26 représentants les valeurs absolues obtenues pour une
excitation sismique en fonction de la période naturelle enregistrés a un endroit de la Vallée

impériale (Californie) du 18 mai 1940.

Les trois grandeurs spectrales sont reliées entre eux, on peut écrire la relation suivante :

s T 2w
sy=f=a)sD U Sy =54 ="-5p (11.106)

100

50 [

ol
™7

Vitesse Sy, in/sec

02 i LiLlLLi L ALALAA LA l N W | lLLi 1 A
0.02 0.05 01 02 0.5 1 2 5 10 20 50

Période naturelle de vibration T, sec

Figure 11-26. Spectres de reponse pour le seéisme d'El Centro, en Californie, 18 mai 1940 ;
§=0,2,5,10,and 20%.

Pour comprendre le fonctionnement du graphe tripartite, on considére la variation au log;,Sy

en fonction du log;,w pour des valeurs constantes de sp et s,.
sp =L = (I.107)
w
sy = w?sp = wsy = C, (11.108)
Alors,
log10C1 = logy0Sy — logrow
log10Sy = log1oC1 + logrow
d(log1oSy) = d(log10C1) + d(logipw)

d(log10Sy) _
d(logyow)
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Par ailleurs,
log10C2 = log1oSy + logiow
log10Sy = log10C2 — logiow
d(log1oSy) = d(log10C2) — d(logiow)

d(logioSv) _
d(logyow)

Donc, le résultat indique que la droite a +45° sur un graphe tripartite représente un spectre de
déplacement relatif s constante, et la droite a —45° sur le méme graphe représente une accélération

spectrale s, constante.

On peut voir que les spectres de réponses sont trés irréguliers malgré tout, les spectres a la
forme générale d’un trapézoide (forme d’une tante), cette forme est une caractéristique des spectres

de réponse sismique et s’explique physiquement ainsi :

e Pour les basses période naturelles, 1’accélération absolue maximale est égale a
I’accélération maximale du sol alors que le déplacement relatif tend vers zéro.

e Pour les hautes périodes naturelles, le déplacement relatif maximal est égal au
déplacement maximal du sole alors que 1’accélération absolue tend vers zéro.

e Pour les périodes naturelles intermédiaires, le déplacement relatif, la vitesse relatif et

’accélération sont amplifiés.

11.6 Conclusion

Les oscillations libres des systemes a un seul degré de liberté offrent une base indispensable a
I’analyse dynamique des structures. Les expressions analytiques obtenues pour les réponses en
déplacement, vitesse et accélération permettent d’évaluer le comportement vibratoire sous diverses
conditions d’amortissement. L’¢tude des phénomenes de résonance, de transmissibilité et
d’isolation vibratoire met en évidence les mécanismes d’amplification ou d’atténuation des
mouvements, tandis que I’introduction des spectres de réponse et de I’intégrale de Duhamel prépare
a I’analyse de réponses sous excitations complexes, comme les séismes. Ces outils constituent les
briques de base pour aborder la dynamique des structures a plusieurs degrés de liberté dans les

chapitres ultérieurs.
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I11.Systémes a plusieurs degrés de liberté

I11.1 Introduction

Les degrés de liberté¢ d'un systéme peuvent étre représentés d’une part par le déplacement d'un
nombre fini de points requises pour exprimer les forces d'inertie se développant dans celui-ci, ces
déplacements sont évalués en un nombre de points de la structure, appelés nceuds ou sont
concentrées les masses, ou d’autre parte par l'introduction de coordonnées généralisées représentant

les amplitudes d'un nombre spécifié de déformées.

La figure I11-1 présente un exemple d’idéalisation d’une poutre simple par concentration de la
masse pour limiter le nombre de degré de liberté. Ce systeme discret a n masse concentrées. Le
mouvement de cette poutre sera supposé étre défini par les déplacements verticaux
1 (0), y,(t),...,y;(t),...,y,(t)) dun ensemble de points mesurés a partir de la position

d’équilibre statique, cela s'applique également a tout type de structure.

p(y, 1)

1 | T

M@y) 1 2 ) n /79)7-

------ -t
| ey SR

{C
Y

Figure 111-1. Idéalisation d’une poutre simple par concentration de la masse.

Dans le cas d’un batiment a n étage (figure 111-2) on suppose toujours ce qui suit :

e Lamasse est concentrée au niveau de chaque plancher
e Le déplacement latéral x;(t)

e Le nombre de degré de liberté est €égale au nombre d’étage du batiment
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m
pn(t) | n | xn(t) pn(t) @ xn(t)
1 1
1 1
1 keqn 1 : keqn
i (t I m; Iox(t i(t ((t
pi(t) : ! () pi(t) @xl()
| | ]
| kegi 1 Kegi
I
pia(t) | mi_y X)) Pi-1(t) @xm@
| | =— p— —l
1 [ -
: keq i-1 : | keqifl
I
. m ’ t
p2(t) ! 2 I xy(t) p2(t) @ x3(t)
qu 2 keq 2
p1(t) xq(t
p1(t) mq (L) e = _1(,)
keq 1 keq 1
77777777 77777777 7777777

Figure 111-2. Modélisation d'un batiment a n étage en masses concentreées.

I11.2 Equation de I'équilibre dynamique
L'équation de mouvement d’un batiment a n étage (Figure 1l1-2) s’exprime en écrivant
I'équilibre des forces effectives associées a chaque degré de liberté. En Générale, on aura quatre

types de forces a chaque nceud i :

e Force appliquée extérieure p; (t)

Forces d inertie fj;
e Forces résultant du mouvement :< Forces élastiques fj;
Forces d'amortissement f;

L'équilibre général du systéme s'exprime, pour chaque degré de liberté i :

fii + fei + fro = pi(0) (111. 1)

La procédure est la méme pour toutes les masse :

e Neeud1:fi + fo1 + fia = p1(0)
e Neeudn:ifiy, + fon + fin = pu(t)

ou lorsque les vecteurs de force sont représentés sous forme matricielle,

i+ + {0 =@}
fitfe+fi=p®)
qui est I'équivalent de I'équation du mouvement a un seul degré de liberté.

Chacune des forces résistantes (elastiques, d'amortissement ou d'inertie) s’exprime, de fagcon
plus générale, a l'aide de coefficients d'influence traduisant la dépendance de la force en un point

sur la valeur du mouvement de tous les autres points.
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Matrice de rigidité :

En supposant que le principe de superposition est valide, et donc que le systeme est linéaire, la

force élastique développée suivant le degré de liberté i s'exprime par :
n
fri = kinxy + kigxp + - = Z i % (IIl. 2a)
j=1

soit pour I'ensemble des degrés de liberte, sous la forme matricielle :

{fir} = [k]{x} (11 2b)

Le coefficient k;; représente la force engendrée suivant le degre de liberté i par un déplacement

unité imposé au degré de liberté j.

La matrice [k] représentant I'ensemble des coefficients d'influence k;; est la matrice symétrique

de raideur du systeme(c'est-a-dire, k;; = kj;).

fr1 kin ki 0 k] (%
fia\ _ ka1 kaz o+ ko) X2
fkn knl an ot knn Xn

Matrice d’amortissement :

En supposant que les forces d'amortissement sont d'origine visqueuse, et dépendent donc de la

vitesse, on peut écrire de fagon similaire :

n

feio = cinXy + CppXp + -0 = z Cij X; (IIL. 3a)
j=1

soit sous forme matricielle :

{fc} = [cl{x} (111 3b)

Les coefficients ¢;; sont les coefficients de la matrice d'amortissement du systéme.

Le coefficient c;; représente la force engendrée suivant le degre de liberté i par une vitesse unité

imposée au degré de liberte j.

fe1 Ci1 €1z 7 G (%
fal _ |1 2 ™ Cnm|)x;
fcn Cn1 Cn2 R xn

Matrice de masse :

Finalement les forces d'inertie peuvent étre exprimées de fagon similaire :
n
f]i = milﬁél + mizxz + = Z muX:] (IH 43)
j=1
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soit sous forme matricielle :

{f1} = [ml{x} (111. 4b)

La matrice des coefficients m;; est la matrice de masse du systeme.

Le coefficient m;; représente la force engendrée suivant le degré de liberté i par une

accélération unité imposée au degré de liberté j. Tout comme la matrice de rigidité, la matrice de

masse est symétrique (c.a.d., m;; = my;).

fin myy myp, o Myt omyg (X
fo _|ma1 mp o M2 77 mg, [ )X
fln Myy Myy - Mnj 0 My [ X,

En général, pour une idéalisation de masse forfaitaire, la matrice de masse est diagonale :

Alors la matrice [m] devient :

Regroupant les équations (I111.2b), (I11.3b) et (I11.4b), I'équation d'équilibre dynamique du
systeme s'écrit sous forme matricielle :

[m]{x} + [c]{x} + [k]{x} = {p()}

Les matrices [m] , [c] et [k] ont pour dimensions N x N, et les matrices {x} et {p(t)} pour
dimensions N X 1 ou N représente le nombre de degrés de liberté du systeme (égal au nombre de

nceuds multiplié par le nombre de déplacements possibles du nceud).

Matrice de flexibilité :

La matrice [k] possede un inverse, appelée matrice de flexibilité :

X1 lfn l?z fm P1
Tr=l o B
%) f fe el P
soit sous forme :
{x} = [f]{p} (111 5)
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Exemple : structure a 4 étages

On considere la structure représentée par la figure ci-dessous :

my X
[ ——
kq
m, X
| —
ka
ms X
|| ——
k3
my X4
| —
ks

Figure 111-3. Structure a 4 étages.

La matrice de masse de cette structure peut étre déterminée en supposant que la masse entiére

est concentrée aux points ou les déplacements de translation sont définis :

e — ™ -
ky kq
ka ko
— . = @)
ks ks
i . @
ky Ky
77777 77777 i -

Figure 111-4. Structure a 4 étages (a), modélisation brochette (b).

Donc, la matrice de masse est :
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La matrice de rigidité de cette structure peut étre déterminée en appliquant successivement un
déplacement unitaire a chaque étage et en évaluant les forces résultantes de I'étage, comme indiqué

sur la Figure 11-5 :

x1 k11 = kq k12 = -
m
kq
QHD x2 ku—k1+kz
ka
@ =@
ks
®--~ “— @ “— @
Ky
77777 77777 77777
kp_—ﬂ @ kig =20 @

1‘43"‘:’(3 @ @ kﬂs* kq

Figure 111-5. Modélisation brochette de la structure (a), coefficient d’influence de rigidité.

Donc, la matrice de rigidité est :

ky —ky 0 0
(k] = —ky ki+k, —k 0

0 —k, kyt+ks  —ky

0 0 —ks k3t ky
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La matrice de flexibilité est I’inverse de la matrice de rigidité peut étre déterminée comme la

montre la Figure 11-6 :

X1
my) —>*

j
)=
3
@)=

f3

@

fa

77777 77777 77777 77777 7777
Figure 111-6. Modélisation brochette de la structure (a), coefficient d’influence de flexibilité.

Donc, la matrice de flexibilité est :

11 1 1 1 1 1 1 1 17

kTl ks ke ko ks ke ks ks Ky

1 1 1 1 1 1 1 1 1

7] = ok ke Kk ks ks ke K
11 11 1 1 1

ks ks ke ks Ky ke

1 1 11

ks ks ky eyl

Donc, I’équation du mouvement de ce systéme libre non amortie est :

m; 0 0 07 (% k4 —k1 0 0 X1
0 my 0 0 55.'2 + _kl kl + kz _kz 0 X2 _ 0
0 0 m3 0 [)Xs 0 ~k,  ky+ks —ksy |)X3(
0 0 0 My 564 0 0 _k3 k3 + k4 X4

Si en utilisant deuxiéme loi de Newton, 1’équation du mouvement de ce systéme libre non

amortie regroupe 1’équation de chaque étage :

Fia | Fia Fig Fia | Fi3 Fig  Fiz | iz Fyy  Fia| fn

Figure 111-7. Forces agissantes.
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Selon la deuxieme loi de Newton :

i Fllj'Fkl_)zo . (Fi+Fq=0

Zﬁ:(—)’_) Fiz + Fiy + Fip =0 _ JFp = Fp + Fi =0

Fis+Fp+F3=0 |Fi3=Fe+Fs=0

\Fiy + By + g =0 ¢~ Fla ¥ Fa =0

Alors :
(mljél + kl(xl - Xz) =0 (mljc'l + klxl — k1x2 =0

myX, — ky(x1 — x3) + ky(x; —x3) =0 R moXy, — kyxy + (ky + kp)xy — kox3 =0
maks — ky(xy — x3) + k3(x3 —x4) =0 msXs — kyxy + (kg + k3)xz —ksxy, =0

m4.7.é4 - k3(X3 - x4) + k4X4 =0 m4,jé4 - k3x3 + (k3 + k4)X4 =0

Donc, I’équation du mouvement de ce systeme sous forme matricielle est :

my 0 0 0 .5C.1 kl —k1 0 0 X1

0 m, 0 0 .7.6.'2 + _kl kl + kz —kz 0 X2 _ 0
0 0 mg 0/f)Xs 0 ~ky,  ky ks —ks |)X3(
0 0 0 myll\x 0 0 —ksy ks + ky) X4

111.3 Conclusion

L’analyse des systemes a plusieurs degrés de liberté constitue une étape fondamentale dans
’étude du comportement dynamique des structures réelles. A travers I’idéalisme de structures
discretes, les équations du mouvement ont été formulées en utilisant des matrices de masse,

d’amortissement et de raideur.

La modélisation par concentration des masses permet de simplifier les calculs tout en
conservant les caractéristiques dynamiques essentielles. Les équations matricielles ainsi obtenues
traduisent  l’interaction entre les  différents degrés de liberté du  systéme.
L’utilisation de ces formulations permet d’accéder a une analyse plus précise des réponses

vibratoires, que ce soit en régime libre ou forcé.

Les propriétés de symétrie et de linéarité des matrices facilitent le développement de méthodes

numeriques efficaces.

Cette base théorique est indispensable pour aborder les méthodes modales et I’analyse spectrale

présentées dans les chapitres suivants.
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Chapitre IV Vibrations libres des S.P.D.D.L

IV. Vibrations libres des S.P.D.D.L

IV.1 Introduction
La vibration libre signifie que le mouvement d’un systéme n'est soumis a aucune excitation
dynamique (force extérieur). Cette vibration se produit dans certaines conditions initiales de

déplacement et/ou de vitesse.

Un SSDDL en vibration libre oscille a une seule fréquence et a une seule période propre avec
laguelle le systéeme vibre naturellement (Figure 1VV-1). Dans ce cas en peut décrire sa cinématique

par le mouvement d'un seul point ou bien une seule déformée.

_ O
" . N <?
_ -
. v = P
(@) (b)

Figure IV-1. Vibration libre d'un systéme non amorti due a un déplacement initial arbitraire :

(a) structure a un seul étage ; (2) I'historique des déplacements.

Le probléme qui se pose est dans le cas d’un systtme a N DDL, quelle est sa fréquence, sa
période et son déplacement ?
IV.2 Analyse qualitative des vibrations libres des SPDDL

Exemple de vibrations libres d’un S2DDL. :

La Figure 1\VV-2 montre la vibration libre d'une structure a 2DDL, cette vibration est déclenchée
par les déflexions illustrées par la courbe a de la Figure IV-2.a. Le mouvement résultant x; des deux
masses (plancher) est tracé sur la Figure 1V-2.d en fonction du temps. Les formes déviées de la
structure a des instants a, b et ¢ sont représentées sur la Figure 1V-2.b et la fonction harmonique

Z, (t) est également tracé sur la Figure 1V-2.c.

Comme il est illustrée sur la Figure 1V-2, le mouvement de ce systeme est périodique mais il

n’est pas harmonique et la fréquence du mouvement ne peut pas étre définie.
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Figure IV-2. Vibration libre d'un systéme non amorti due a un déplacement initial arbitraire :

(a) structure a deux étages; (b) des formes de déflexions aux instants a, b et c; (c) coordonnees

modales q,,(t); (d) I'historique des déplacements.
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Chapitre IV Vibrations libres des S.P.D.D.L

Les vibrations libres sont une succession de forme qui dépendent de la distribution de la masse,

la rigidité et les conditions initiales. Pour ce systeme a 2DDL, il existe deux formes caractéristiques

de telle sorte que s'il est déplacé dans I'une de ces formes :

a. Les deux étages vibrent dans la méme direction,

b. Les deux étages vibrent dans des directions opposees.

Chaque forme de vibration correspond a une fonction harmonique oscillant avec une période,

elle est appelée un mode de vibration naturel de ce systeme a 2DDL. Le mouvement en vibration

libre peut étre donc représenté par une superposition de mouvement harmonique.
Pour une meilleure illustration, chaque forme de vibration sera étudiée séparéme

a. Forme 1 : Les deux étages vibrent dans la méme direction :

nt.

Dans ce cas et comme montre la Figure 1V-3, le mouvement est décrit par une méme fonction

harmonique Z; (t) de période T; avec amplitudes différentes @, et @,;.

my . , ¢ d b oa -1 \./ \/

ENI AN AN

N

X X c
@ D21 abcde Ty = 2m/w,
o
N
k L
2 ke -\| i
xz U i | i l t
ny xXq —_ Xy - | | | |
@D Oun qd N
R
1 Lol
ey ky :|_\'\: : :
P BN N e ;
77777 77T 77777 :‘ N
_1 1 1 1 1
| 1 1 1
0 T, T 3T
(a) (b) (d)

Figure 1V-3. Vibration libre d'un systeme non amorti du premier forme de vibration : (a)

structure a deux étages ; (b) des formes de déflexions aux instants a, b, ¢, d et e; (¢)

coordonnées modales q,,(t); (d) I'historique des déplacements.

La vibration libre de ce systeme dans la premiere forme peut étre décrits mathéematiquement

par :
x1' = 011Z1(8) et x' = 0,171 (0)
Donc, sous forme vectorielle est :

=) =020 =(3")z0
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Chapitre IV Vibrations libres des S.P.D.D.L

b. Forme 2 : Les deux étages vibrent dans des directions opposées :

Le mouvement dans ce cas est décrit par une méme fonction harmonique Z,(t) de période T,

avec amplitudes différentes @, et @,, (voir Figure IV-4).

DNNANNNNS

IAVARVARVEARVERVERV.

-
2 Xy @ Xy edch a@zz " T, = 2m/w,

bcecde
[N
17y
] CRAA N
2

/[
el = @ W) AN V/

o A A
T _1;/\/\/\/ VAN

e

1 1 1
T, 2T, 37

(d)
Figure 1V-4. Vibration libre d'un systéeme non amorti de la deuxieme forme de vibration : (a)

S

(@) (b)

structure a deux étages; (b) des formes de déflexions aux instants a, b, ¢, d et e; (c)

coordonnées modales q,(t); (d) I'historique des déplacements.

La vibration pour la deuxiéme forme peut étre décrits mathématiquement par :
X172 = B12Z,(t) et X% = By Z,(t)

Donc:

v = (), =020 = (§2) 2.0 av.2)

Le déplacement de cette structure est donc la superposition des déplacements obtenus a travers

les deux différentes formes de vibrations :

X =x1+x

(i) = (2)1 + (2)2 = (gi)m) + (%)Zz(t) (IV.3)

Comme on a mentionnée précédemment, les différentes formes de vibration sont appelées

modes propres de vibration, pour cette structure on a deux modes de vibration :

D11
®21

®12
Q)ZZ

e Model:o!= ( ) correspond au mouvement harmonique de période T;.

e Mode?2:0? = ( ) correspond au mouvement harmonique de période T.

T, et T,sont nommées les périodes propres de vibration de la structure.
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Chapitre IV Vibrations libres des S.P.D.D.L

Dans le cas général, une structure a N étages posséde N déplacement, N modes propres et N
fréguences proprescaractérisant le mouvement des DDL de la structure.Ainsi, on peut supposer que
le mouvement d’une structure est la superposition des vibrations selon les divers modes
propres.Chaque mode donne la forme de vibration, en le multipliant par une fonction temporelle on

obtient I’amplitude.

X1 X1 X1 X1 D11 D12 Din
X X X X
Xn Xn 1 Xn 2 Xn n (Dnl ®n2 an

Donc le déplacement en vibration libre peut s’écrire :

n n

(O} = ) =) 8370 = [HZ(©) av.s)
i=1

i=1
Avec: Z;(t) = A; cos w;t + B; sinw;t
Ou:
x;: déplacement au mode i,

{®; }: vecteur de mode propre,

Z;(t): fonction harmonique de période T; = i—”

L

A; et B; : constantes déterminés en utilisant les conditions initiales,

w; . pulsation propre au mode i,

@11 @12 an
[6] : Matrice modale ; [g] = |{ ?21 || P22 |.. P2 ||,
@nl an Q)nn

Zy(t)
{Z(t)} :vecteur de déplacement en coordonnées modales ; Z;(t) = 2 :(t)
Z,(6)
V.3 Analyse modale :
L’analyse modale consiste a décomposer un oscillateur multiple en une somme d’oscillateurs
simples indépendants. Elle est basée sur la propriété d’orthogonalité des modes propres qui permet
de découpler le systéme d’équations du mouvement. Ce type d’analyse qui est a la base des

résolutions numeriques utilisées couramment dans les codes de calculs.
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IVV.3.1 Evaluation du fréquences propres et modes propres du systeme non amortie

L’équation du mouvement du systéme libre non amortie est :
[m]{%} + [k]{x} =0 (IV.6)

Chaque point de la structure subit un mouvement harmonique, la solution de ce systéeme

d'équations différentielles est de la forme :

(x (9} = ) (832 = [01{Z () av.7)
i=1

Reportant (IV.6) dans (IV.7), il devient :
([k] = w*[mD[B1{Z(t)} = 0 (IV.8)

D’aprés la régle de Cramer le systéme matriciel (IV.8) n'a de solution non triviale ({@} # 0 et

{Z(t)} # 0) que si, et seulement si, son déterminant est nul.
det([k] — w?[m]) =0 (IV.9)

Les matrices [k] et [m] étant définies positives, il en résulte que I'équation (IVV.9) possede n
racines réelles w;% ol n est la dimension des matrices [k] et [m], c'est-a-dire le nombre de degrés

de liberté du systéeme. Ces racines sont les valeurs propres du systeme (1V.8).

La plus faible pulsation est notée w;, on [D’appelle souvent pulsation fondamental

(w1 <wy < <w; < < wy).
On nomme frégquence propre du systéme les quantités :
w
fi =— (IV.10)
qui sont au nombre de n. La plus faible fréquence f; est dénommée fréquence fondamentale, f,
fréquence d'ordre 2, etc....
A chaque valeur propre w;? est associé un vecteur propre {@;} , solution de I'équation :

([k] — w*[mD{@;} = 0 (IV.11)

2

qui du fait que w;~ est valeur propre du systeme est non nul et défini a une constante

multiplicative pres :

03" ={01,9,,...,0,} (IV.12)
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Le systeme possede n vecteurs propres associés aux valeurs propres. Ces vecteurs propres sont
appelés modes propres du systéme. Les modes propres sont habituellement normalisés par rapport a

la plus grande composante :

{81} =
Dy

Ou, i représente la classe modale et k indique le degré de liberté.
Généralement ;" = 1

La solution générale de I'équation (IV.8) s'écrit alors :

n n
{x} = Z{@i}Zi (t) = Z{(Z)i} (A; cos w;t + B; sin w;t) (Iv.13)
i=1 i=1
Ou les constantes A; et B; sont déterminées par les conditions initiales et les modes de vibration
{@,} sont définis a une constante multiplicative pres.
{@;} nous donne I’allure ou bien la forme de la vibration correspondante a w;.

La figure ci-dessous montre 1’allure de chaque mode d’une structure a 3DDL.

Py =1 0, =1 913=1@
021 (322 ®23
D3y D3z D33
m
77777 77777 77777
Mode 1 Mode 2 Mode 3

Figure 1VV-5. Modes propres.

Les N valeurs propres w, > et N modes propres @, peuvent étre assemblés en matrices.
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Chapitre IV Vibrations libres des S.P.D.D.L

Matrice spectrale :

[w?] = [ J
wy?

(Dll ¢12 ¢1n
Q)?l (2)22 (Z)Zn

Matrice modale :

(0] = [0):] = )
(Dnl ®n2 (Dnn

Ou, i représente la classe modale et k indique le degré de liberté.
En utilisons les matrices spectrale et modale, on obtient :
(k][9] = [m][8][w?] (IV.14)
Remarque :

On peut également utiliser la matrice de flexibilité pour trouver les solutions. En multiplient

1’équation (IV.8) par I’inverse de la matrice de rigidité [k]™? :

(k]! ([k] — w*[mD[@]{Z(t)} = 0 (Iv.15)
on obtient :
(1 - [kl w?*[mDI[BHZ ()} = 0 (Iv.16)
L’inverse de la matrice de rigidité est la matrice de flexibilité (souplesse) [k]~* = [f], donc :
(1 - [fle?m])[1z(6)} = 0 (IV.17)

Le systeme matriciel (IVV.17) n'a de solution non triviale ({@} # 0 et {Z(t)} # 0)que si, et
seulement si, son déterminant est nul.
det(1 - [f]w?[m]) =0 (IV. 18)

En divisent I’équation (IV.18) par w?, selon la régle de Cramer la solution est de frome :

det (é (11 - [f] [m]) =0 (IV.19)

Ou [I] est la matrice unitaire.

La détermination des modes propres se fera de la méme maniére que précédemment ou a

chaque valeur propre w;? est associé un vecteur propre {@;} , solution de I'équation :

(o211 - 71l 0 = 0 (1v.20)
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Exemple :

Considerons la structure a 3 niveaux de la Figure 1V-6.
Données : m = 2 X 10°kg, k = 12 x 10’N/m
m; =m=2x10°kg, m, = 1.5m, m; = 2m ;

ks =k=12%x10"N/m, k, = 2k, k, = 3k

msz =m X
X3 @ 3

ky =k ks
m, = 1.5m % _ @2 X3
k, = 2k ky
my = 2m X - Xl
ky =3k ky
77777 77777 77777
(@

kyz = —ks3 ) kzz =kaytks ky=—k; @
kyz =0 mD kiy = =k B @ kig =ki+k,
77777 77777
(b)
Figure 1V-6. Etude des vibrations : (a) définition de la structure ; (b) coefficients d'influence
de rigidité.

La matrice de rigidité de cette structure peut étre déterminée en appliquant un déplacement
unité successivement a chaqueétage et en calculant les forces résultantes (voir Figure 1V-6.b).On
suppose les planchers infiniment rigides, et les forces élastiqgue a chaque étage peuvent étre

facilement déterminées par simple addition des coefficients de rigidité latéraux.

Les matrices de masse et de rigidité de cette structure peuvent s’écrit :

mz3 0 0 kss  ksp ka3 ks —ks3 0
[m] = [ 0 my O ] (k] = [k23 ko k21] = [—k3 ky+ks  —k
0 0 my k13 k12 kll 0 —kz kl + kz
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Ou bien :
my 0 0 k11 k12 k13 k1 + kz —kz 0
[m] = [ 0 m, O ] k] = [k21 ko, kza] =| —k; ky + ks —k3
0 0 ms k31 ksp ka3 0 —k3 ks
Rappel :

Le coefficientk;; représente la force engendrée suivant le degré de liberté i par un déplacement

unité imposé au degré de liberté j.

Donc :
1 0 0 1 -1 0
[m]=2><105[0 1.5 0| kg [k]=12x107[—1 3 2| N/m
0 0 2 0 -2 5
Ou bien :
2 0 0 5 -2 0
[ml=2x10°[0 1.5 0| kg [k] =12x107|-2 3 —1| N/m
0 0 1 0 -1 1
D’ou:
1 -1 0 1 0 0
[k]—a)z[m]=12><107[—1 3 —zl—wzlo 1.5 0]2><105
0 -2 5 0 0 2
1 -1 0] [w? 0 0
=12x107|-1 3 -2[—-|0 15w® 0 |2x10°
L 0 -2 5 0 0 2w?
11— A -1 0
=12x107| -1 3-154 -2
0 -2 5—24
Avec :
A= v
~ 600

Les fréquences de la structure sont données par la condition que A = 0, ou A est le déterminant
de la matrice carrée. Evaluer ce déterminant, simplifier et égaliser & zéro conduit & I'équation du

troisieme degré suivante :
A3 —5542+754-2=0
Les trois solutions de cette équation sont :

Ay = 03515, 4, = 1.6066 , A; = 3.5420
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Par conséquent, les fréquences sont :
En déduit les carrés des fréquences et le vecteur des fréquences :
w2 A (o4? 210.90 w1)  (14.522
A= 5= 600045 = wy? ¢ =1963.96 { - {W2{ =131.048; rad/sec
As w3? 2125.20 w3 46.100
Les modes vibratoires peuvent étre déterminés par utilisation de 1’équation (I1V.11) :
([k] — o?[mD{@;} =0

Ou a chaque valeur propre w;? est associé un vecteur propre {@;}

On a déja calculé [k] — w?[m], on va juste changer & chaque fois la valeur de w;? ou la valeur

A;
1— A -1 0
[k] — w;?[m] =12 x 107 —1 3 —1.54; -2
0 -2 5 — 24;
Avec :
A = w7
"7 600

Ou a chaque valeur propre w;? est associé un vecteur propre {@;}
Mode 1 :

w1 = 14.522 rad/sec et A; = 0.3515

1-4, -1 0 D31 0
([k] = w2[mD{@} =12 x 107 -1 3 —1.54, -2 {@21} = {0}
0.6485 -1 0 D31 0
12x 107 —1 24728 =2 |[{@2¢= {0}
0 -2 4.29701 @44 0
12 X 107(0.648503; — B21) = 0...oovvvnnrnnnnnnn, (D
12 x 107 (=2@y; + 4.297001,) = 0....coevvn.... (2)
Onsaitque @; =1- 03, =1
Alors, de I’équation (1) on trouve :
®21 = (0.6485
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de I’équation (2) on trouve :
¢13 == 03018

Donc le 1*" mode de vibration :

D31 1.0000
0, = {(321] = {0.6485}

0,,) 03018
Mode 2 :
w, = 31.048¢et A, = 1.6066

1-4, -1 0 D32 0

-0.6066 -1 0 D32 0
12x 107 -1 05901 =2 [{@x¢ = {0}
0 -2 1.78681\@,, 0
12 x 107 (—=0.606603, — B;) = 0.....cevvenne.... 3)
12 x 107 (=205, + 1.7868015) = 0................. 4)
On a. @32 = 1
Alors de I’équation (3) on trouve :
@22 = —0.6066
de I’équation (4) on trouve :
@12 = —0.6790

Donc le 2°™ mode de vibration :

D3, 1.0000

By = (P22 = {—0.6066}

01, —0.6790
Mode 3 :
w3 = 46.100 et A3 = 3.5420

1-4; -1 0 D33 0
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—2.542 -1 0 B33 0
12x107| =1 —2.313 -2 Bo3 ={o}

0 -2 —2.084l (0 0
12 X 107 (—2.542033 — Bp3) = 0...ccovvennnnn... (5)
12 X 107 (=203 — 2.084013) = 0................. (6)
Ona:@33 =1

Alors de I’équation (5) on trouve :

@23 == —25420
de I’équation (6) on trouve :
®13 = 24395

3°™ mode de vibration :

D33 1.0000
B3 = {023 ={—2.5420}
013 2.4395

Donc le

La matrice modale :

[ ] ={01 @, @3} =|021022P23| = [0.6485—0.6066 2.5420

D31D3,0D33 l1.oooo 1.0000 1.ooool
01101, 013 0.3018 0.6790 —2.4395

Rappel :
Le coefficient @,; représente le mode de vibration de degré de liberté k a la classe modale i.

@32 ‘ ®33
1.0000 1.0000

®31

D13
m
e 24395
0.3018
77777 77 77777
w; = 14.522 rad /sec w, = 31.048 rad/sec w3 = 46.100 rad /sec

Mode 1 Mode 2 Mode 3

Figure IV-7. Modes de vibration de la structure en Figure 1V.6.
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1VV.3.2 Orthogonalités des modes
On peut démontrer par 1’application de la loi de Betti que les modes propres correspondant a

différentes fréquences propres satisfont aux conditions d'orthogonalité suivantes, quand : w,, # @,
{8, [kH{Br} = 0{8,} [m]{@n} = 0 (Iv.21)

Ces propriétés importantes peuvent étre prouvées comme suit : La n"*™ fréquence naturelle et le

mode satisfont a I'équation :

[k]{@.} = w,?[m]{B,} (IV.22)

iéme

En multiplient par la transposé de ™" vecteur de {@,,, } :

0,3 [k]{0,} = 0,2 {8} [m]{B,} (IV.23)

De méme, la m™™ fréquence naturelle et le mode satisfont a I'équation (IV.22), donc,

[k1{®,,} = w,,2[m]{®,,}, en multiplient par la transposé de m"™ vecteur de {@, }, on obtient :

0.} [kl{Bn} = 0n*{0,} ({1} (IV.24)

La transposée de la matrice sur le c6té gauche de I'équation. (1V.23) sera égale a la transposée

de la matrice sur le coté droit de 1’équation, Donc :

0,3 [kl{8n} = 0,2 {8} [M]{®,} (IV.25)

ou nous avons utilisé la propriété de symétrie des matrices de masse et de rigidité. Soustraire
Eq. (1V.24) de (IV.25) donne :

(wnz - wmz){wn}T[m]{Q)m} =0 (IV 26)

Ainsi, I'équation (IV.21.b) est satisfaite lorsque w,? # w,? , ce qui pour les systémes a
fréquences naturelles positives implique que w, # w,. Remplacer I'équation (IV.21.b) dans
(IV.24) indique que I'équation (IV.21.a) est satisfaite lorsque w, # w,,. Ceci compléte une preuve

pour les relations d'orthogonalité de I'équation (1V.21).

Nous avons établi les relations d'orthogonalité entre les modes avec les fréquences distinctes
(C'est-a-dire, w,, # w,,). Si I'équation de frequence (IV.22) a une racine multiple de j (c'est-a-dire
que le systeme a une fréquence répétée j fois), il est toujours possible de trouver j modes associés a
cette fréquence qui satisfont a I'équation (IV.21). Si ces j modes sont inclus avec les modes
correspondant aux autres fréquences, on obtient un ensemble de N modes satisfaisant I'équation

(IV.21) pour n # m.
L'orthogonalité des modes naturels implique que les matrices carrées suivantes sont diagonales :

K = {8} [k]{@}M = {@}" [m]{2} (Iv.27)
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ou les éléments diagonaux sont :
K, = {0,}" [k[{8,}M, = {0,} [m]{2,} (Iv.28)

Puisque [m] et [k] sont définis positifs, les éléments diagonaux de K et M sont positifs. Ils sont

liés par :
K, = w,*M, (IV.29)

Cela peut étre démontré a partir des deéfinitions de K,, et M, comme suit : Substitution
I'équation (1V.22) dans (1V.23) donne :

Ky = {0} (w,°[ml{9,}) = 0,>({8,}" [m{B,.}) = w,*M, (IV.30)

1VV.4 Evaluation du mode de vibration

IV.4.1 Méthode de Rayleigh

La méthode énergétique de Rayleigh a été développer a partir de la loi de la conservation de
I’énergie (systeme conservatif : I’énergie totale d’un systéme non amorti et libre de se mouvoir est
constante). Elle est utilisée pour la détermination de la pulsation fondamentale d’une structure
oscillant ayant un nombre limité¢ ou infini de DDL. Il est souvent nécessaire d’inclure plus d’un

mode si on veut obtenir des résultats précis.

La généralisation de la méthode de Rayleigh est I’une des méthodes les plus commodes pour

calculer les premicres modes d’une structure.
Si Eq. (1V.14) est prémultiplié par {@}", I'équation scalaire suivante est obtenue :

{0} [k1{0} = 2{®}" [m]{0} (Iv.31)
Ol : 1= w?

La précision positive de [m] garantit que {@}" [m]{@} est non nul, de tel sorte qu'il est permis

de résoudre pour le scalaire A:

_ {8} [k]{2}

A= {0} [m]{0}

(IV.32)

qui dépend évidemment du vecteur {@}. Ce quotient est appelé quotient de Rayleigh. Il peut
également étre dérivé en assimilant la valeur maximale de I'énergie cinétique a la valeur maximale
de I'énergie potentielle en supposant que le systéme vibrant exécute un mouvement harmonique

simple a la fréquence w avec la forme déviée donnée par {@}.
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Exemple :

Considérons le batiment a trois étages de la Figure IV-6.a, la masse de la structure est supposée
concentrée aux étages etla masse des poteaux est négligeable. Les planchers sont infiniment rigides.

Le déplacement maximal de chaque masse &§; est causé par lui-méme.

Déterminer la pulsation fondamentale de la structure en utilisant la méthode de Rayleigh.

N
J

4x10°kg 3x105kg  2x10%kg

Figure 1V-8. Détermination de fréquence fondamentale d'un systeme a 3DDL par la méthode

de Rayleigh.

La matrice de la rigidité de ce systéme est :

1 -1 0
[k] = 12 x 107 [—1 3 —2|N/m
0 -2 5

Pour évaluer la pulsation fondamentale de ce systeme en utilisant la méthode de Rayleigh, ou :

, _ 037 [k]){0}
W™ =71 a3
{0137 [m]{94}

Onsaitque P = 6k » § = Pk}

Dans ce cas le déplacement maximal de chaque masse est causé par lui-méme c’est a dire

61‘ = miki_l

6 B 4 - . 2 10—7 11 5 2 _10—1 45
{6} = {M}K]™ = {M}[f] = 10543} x |5 5 2|=—3133

4 2 2 2 18
03 0.6250

{6} =46, =107140.4583
5 0.2500

Ensuite, en divisant chaque valeur de {6} par §; pour obtenir le vecteur du mode propre {@}.
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l 0
5, 1.0000 31
1%, b =1 004583/ v6250 = {0-7333 =192
5 Lo.02500 / J 0.4000) @,
y 0.06250

Alors : le vecteur du mode propre devient :
1.0000
{0:} =10.7333
0.4000

Il ne reste que la détermination de la valeur de {®,}" [k]{®,} et {@,}" [m]{0,}

1 -1 0 1.0000
{0} [k1{®:} = {1.0000 0.7333 0.4000}[—1 3 =2 12x106{0.7333}
0 -2 5 0.4000

1.0000
=12 x 107{0.2667 0.3999 0.5334} {0.7333} =9.2797 x 107

0.4000

2 0 0 1.0000
{0,} [m]{®,} = {1.0000 0.7333 0.4000}[0 3 o]x105{0.7333}

0 0 4 0.4000
1.0000
=2 % 10°{1.0000 1.1000 0.8000}{0.7333¢ = 4.2533 x 10°
0.4000

Donc la pulsation fondamentale est :

~9.2797 x 10’
"~ 4.2533 x 105

2

w1 = 218.1765 > w, = 14.7708 rad/sec

o) [kl{0,} 92797 x 107
Wy = \/{%}T[m]{@ﬁ = \/4.2533 <105 — 14.7708 rad/sec

1VV.4.2 Méthode de Stodola :

La meilleure méthode de calcul dynamique a la main est sans doute celle de Stodola.

L'utilisation de l'itération pour évaluer le mode de vibration fondamental d'une structure est un

concept trés ancien qui était a l'origine appelé la méthode Stodola apres son origine.

Il est désormais reconnu qu'il fait partie d'un large segment de la mécanique des structures dans

lequel des procédures d'itération sont utilisées. Le point de départ de cette formulation est I'énoncé

des équations de mouvement des vibrations libres non amorties données par Eq. (1V.22) :
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[k]{@,} = w,?[m]{B,}

Cette équation exprime le fait que dans les vibrations libres non amorties, les forces d'inertie
induites par le mouvement des masses doivent étre équilibrees par les forces élastiques résultant des
déformations du systeme. Cet équilibre ne sera satisfait que si les déplacements {@,,} ont la forme
du niéme ieme

mode de vibration et varient harmoniquement a la fréquence du n™=™ mode w,,. Exprimant

les forces d'inertie sur le coté droit de Eq. (IV.22) comme :

[fil = . ?[m]{®,}

Détermination du mode fondamental :

La meilleure méthode de calcul dynamique a la main est sans doute celle de Stodola, que nous

présentons ici sous forme matricielle. La méthode est fondée sur I’Eq. (IV.17), que I’on peut écrire :
1 o
—{BHZ(0)} = [f]Iml{@}z (D)} (IV.33)

Le produit matriciel [f ] [m] caractérise les propriétés dynamiques de la structure. On I’appelle

matrice dynamique et on le note D :

[D] = [f][m] (IV.34)
L’Eq. (IV.33) devient :

Bz} = DIZ) av.35)

Cette derniére équation ne sera satisfaite que par les vecteurs qui représentent un mode de
vibration vrai ; il en existe N et le but de la méthode de Stodola est de tous les déterminer, ou d’en

déterminer un certain nombre.

On commence par se donner un vecteur initial {xl(o)}, qui doit représenter au mieux le premier
mode ; son amplitude est arbitraire. L’indice inférieur 1 caractérise le premier mode et I’indice
supérieur (0) indique qu’il s’agit de I’hypothése initiale. Si on introduit ce vecteur dans le second

membre de I’Eq. (IV.35), une nouvelle déformée sera obtenue en multipliant a gauche par [D] :
1 @ )
—{1®} = [D]{x, )} (IV.36)

En général la nouvelle déformée différera de I’hypothese initiale, sauf s’il s’agit du mode vrai ;
on lui attribue I’indice supérieur (1). En pratique I’Eq. (IV.36) ne pourra pas étre écrite directement

car la fréquence de vibration n’est pas connue. Le produit matriciel de D par la déformée {xl (0)}

sera désigné par {x; M} :

(M} = [D]{x;} (IV.37)
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{x; (MY} est proportionnel a la déformée calculée, étant le facteur de proportionnalité

(4)12

inconnu. Si on compare les Egs. (1V.36) et (IV.37) :
1 _
a)_lz{xl(l)} = {x, ™V} (1V.38)

Si on suppose que I’amplitude calculée est égale a I’amplitude initiale, une équation équivalente
a I’Eq. (IV.38) permet de calculer la fréquence. Considérons la coordonnée de déplacement d’un

point arbitraire k ; ona:

%P = Fxkl(o) (IV.39)
Oou:
(0)
XK1
2
) (IV.40)
L7y ®

Si la déformée supposée était un mode vrai, la méme fréquence serait obtenue en calculant le
rapport de I’Eq. (IV.40) pour n’importe quelle coordonnée de la structure. En reégle générale la
déformée xWdifférera de x(©, et un résultat différent sera obtenu pour chacune des coordonnées.
La vraie fréquence du premier mode sera alors située entre les valeurs maximum et minimum
obtenues a partir de I’Eq. (IV.40) :

(0) (0)

X X

(_"1(1)> <w?< <_"1(1)> (IV. 41)
XK1 min Xk1 max

Il résulte de cette propriété qu’une meilleure approximation de la fréquence sera obtenue par

tout procédé utilisant des valeurs moyennes. L’un des meilleurs de ces procédés consiste a utiliser la

répartition massique comme facteur de pondération. Si on multiplie a gauche les 2 membres de

I’Eq. (IV.39) par (fl(l))T[m] et que I’on calcule w2, on obtient ainsi :

O )
(O} [m){z, )

(IV. 42)

Cette équation représente la meilleure approximation possible de la fréquence a 1’aide d’une
seule itération effectuée a partir d’une hypothése initiale quelconque sur le mode {x;®}
(L’équivalence de cette expression et de celle de la méthode de Rayleigh améliorée (IV.32) vaut la
peine d’étre remarquée). La déformée calculée {x; P} représente une meilleure approximation du
premier mode que ne I’était {x; (}. Par conséquent, si {x; "} et la déformée {x; @} qui en résulte

sont utilisées dans les Egs. (1V.40) ou (IV.42), la frequence obtenue sera également une meilleure
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approximation que ne I’était celle calculée a partir de I’hypothése initiale. En répétant le procédé un
certain nombre de fois, 1’approximation du mode peut étre améliorée jusqu’au degré de précision

désiré. Autrement dit, apres s cycles :
(5,©) = 1 {x, 6D} = 1 (0,} (IV.43)
w,? w1

{fl (5)} et {xl (s _1)} peuvent étre calculés jusqu’a n’importe quel nombre de décimales. Lorsque
le procédé a convergé de fagon satisfaisante, la fréquence vraie est obtenue en écrivant 1’égalité des
déplacements maximum :

(21 67D) 1

= (fkl(s)) max — (fkl(s)) (IV.44)

Lorsque le mode de vibration vrai a été déterminé il n’y a plus lieu d’utiliser le procédé de

(1)12

max max

moyenne pondérée (1V.42) pour améliorer la solution.

Preuve de convergence de la méthode :

La déformée initialement supposée peut étre exprimée au moyen des coordonnées principales :
{x,©} = [01{z®} = (8,32, + (032, + - + {9,}2,© (IV. 45)

La coordonnée Z; © sera relativement importante si le choix initial de la déformée est bon. Les

forces d’inertie relatives a cette déformée associée a 1a fréquence du premier mode sont :
(A} = w2 [mlfx ¥} = w0, *[m][01{2} (IV.46)

En développant {x; ®} comme on I’a fait & I’Eq. (IV.45) et en remplagant w;? par w;%(w;/w;)?,

on obtient :

w1

(R} = [m] ({wl}wlzzﬁm F 0200220 (2) 4t 0,)0,2,” (%)2> (V. 47)

2

Les fléches résultant de ces forces d’inertie sont :

() = (A1) = [F10m (10000222 + 020072 (22) + -+ 0,022, (22)')
(IV.48)

Ou:

€21 (1)} = Z[D] {3022, (%)2 (IV.49)
i=1 ‘
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Si on multiplie les deux cotés de I’Eq. (IV.22) par [f ] on obtient :

{0:} = w;*[D]{®} (IV.50)

on peut alors réécrire I’Eq. (IV.49) sous la forme :

{7 W} = i{mi}zi © (%)2 (IV.51)
i=1 L

La forme finale améliorée du premier cycle {xl(l)} est alors obtenue en normalisant ce vecteur,

en le divisant par son plus grand élément, {fl(l)}max , Donc :

o) T3z (L)

{x; M} = — (IV.52)
{x (1)}max {xl(l)}max
Suivre la méme procédure pour un autre cycle d'itération conduit alors a :
4
0) (@1
{xl(z)} i=1{0:} Z; (_l)
{x,®) = o) @ (IV.53)

= (2)
max {xl i }max

Aprés s cycles on obtient :

w1 2s
(0] = {,® _ (AR BYAS (w_l)
{x (S)}max {fl(S)}max

1 W1\ 28 wW1\2S
— 0) (X1 0 (21
"I ({ma +002" (3) ++ 0,32, (w)>

(IV.54)

La derniére égalité résulte du fait que le coefficient correspondant au premier mode est

beaucoup plus élevé que les autres coefficients, c’est-a-dire que :

w1 2s w1 2s
1>» (—) > e (—) (IV.55)
) Wy

Le résultat final est :

9,32,
(N =
{x1 } ({¢1}Zl(o))

= {0,} (IV.56)

max

Il est évident d’apres I’Eq. (IV.55) que la contribution a la déformée {x1 (s)} de chaque mode
d’ordre supérieur peut étre rendue aussi faible que I’on veut si on itére un nombre suffisant de fois.

La contribution du premier mode représente donc la déformée résultante. 1l résulte de tout cela que
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le procédé doit converger vers le premier mode dans la mesure ou la contribution du premier mode

a la déformée initiale {xl(o)} n’est pas nulle.

Détermination des modes suivants de Stodola :

Les matrices appropriées pour calculer n'importe quel mode peuvent étre obtenues facilement

par I’équation suivante :

[Di+1] = [DI[S:[S:] = [Si-1] = Mii{(bi}{@i}T[m] (IV.57)
Ou:
[D;4+1] : La matrice dynamique
[S;] : La matrice de balayage avec [Sy] = [I] : la matrice unitaire,
M; = {0;}T [m]{®,} : la matrice de masse généralisée du mode i.

IV.4.3 Méthode de Holzer

Le principe de la méthode de Stodola est 1’ajustement successif d’une déformée supposée
jusqu’a la forme véritable du mode, puis le calcul de la fréquence correspondante. La méthode de
Holzer procéde dans I’ordre inverse : la fréquence est ajustée successivement a partir d’une
hypothése initiale jusqu’a ’obtention de la fréquence vraie ; la forme du mode est calculée

simultanément.

La méthode de Holzer convient le mieux a I’étude de structures reposant le long d’un axe. Elle
est facilement applicable pour les batiments a étages ou les planchers sont supposés rigide. Dans
cette méthode la fréquence est ajustée successivement a partir d’une hypothése initiale jusqu’a

I’obtention de la fréquence vraie ; la forme du mode est calculée simultanément.

Prenons un exemple d’un batiment a N étages (Figure 1V-9), en supposant que les planchers
sont rigides, la fleche latérale provient donc de la flexion des poteaux seulement et aucune rotation

ne se produit aux nceuds. Dans ce cas la rigidité d’un étage au niveau i est :

12E1
k, =( = ) (V. 58)

Ou :

I : le moment d’inertie total de tous les poteaux au niveau i,
h : 1a hauteur d’un étage i.

E : le module de Young.
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My
n
keqn
Mpy—q
n—1
Axe de référence
1
it1 Mmisq i Tiv1
. 1 Xitq 1 | 2
P i+1 | W M 41X{41
eqi+1 |
. m; ! /
l 1
i i
n, ! //
2 i i I—»wzmixi
1
keq 2 ; Ti—l
my
1
Keq 1 (b)
(a)

Figure 1V-9. Méthode de Holzer pour un batiment : (a) structure donnée, (b) forces et

déplacements en un étage.

Ce type de systéme est caractérisé par le fait que I’incrément de déplacement dans tout étage i

ne dépend que de I’effort tranchant total T; a ce niveau ; en vibrations libres I’incrément d’effort

tranchant a tout niveau nedépend que de la fleche totale a ce niveau en raison de la proportionnalité

des forces d’inertie et des déplacements. Cette propriété rend possible le calcul des forces et des

déplacements dans la structure entiére de maniére progressive en partant d’une extrémité, a

condition qu’une hypothese soit faite sur la fréquence de vibration et sur la condition limite

inconnue a I’extrémité de départ. Donc I’effort tranchant d’un étage au niveau i est :

n n
Ti = z FIk = Z wzmkxk
k=1 k=1

La rigidité d’un étage au niveau i peut s’écrire en fonction de I’effort tranchant :

T; = kiAx; = k;(x; — x;_1)
Oou:

T; : effort tranchant au niveau i,

Ax; : déformation au niveau i.

Le déplacement au niveau i peut s’écrire :

2 n
w
xl' == xi_l + _2 mkxk
ki
k=1
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Procédure de calcul :

La premiére étape consiste a supposer une fréquence de vibrationw et une amplitude de

déplacement au sommet de x,, = 1.

En commencant par 1’étage du haut (n), en utilisant cette fréquence et cette amplitude pour
calculer la force d’inertie de I’étage (n) (Fj, = w?m,x,), une fois la force d’inertie est calculer, on
passe au calcul de I’effort tranchant qui est provoqué par cette force d’inertie, (a 1’étage (n) ’effort

tranchant (n) égale la force d’inertie (n) "T,, = F;,,") ainsi que la déformation correspondante

Ty
(Ax, = Z)

Maintenant en passe a 1’étage ci-dessous (n — 1), en commencant par le calcul de la force
d’inertie (Fj,—; = w?m,_1x,_1), par la suite, en calculant I’effort tranchant (T,_; = F}, +

F;,,_1) et la déformation (Ax,_; = z"—‘l).
n—1

On poursuit les calculs jusqu’a I’étage du bas, sion trouve un déplacement de la base supérieur
a zéro, ce résultat indique qu’un mouvement harmonique de la base de cette amplitude et a une
fréquence (qu’on choisit au début) produira une amplitude de vibration de 1.000 ¢m au sommet. On
voit également a la forme du déplacement que la fréquence choisit est plus faible que la fréquence
naturelle du premier mode. Donc on passe au deuxiéme essai avec une autre fréquence choisie
arbitrairement. Le déplacement du sommet a été a nouveau pris égal a 1.000 cm, et la déformée a
été calculée comme la procédure suivi au premier essai. On suppose que cette fois le déplacement
de la base a été réduit (le déplacement obtenu est inférieur a celle obtenu au premier essai) ; la

fréquence fixé a cet essai est donc assez proche de la fréquence naturelle vraie.

Les résultats des deux essais peuvent donner une bonne estimation de la fréquence vraie par

extrapolation linéaire (Figure IV.8). L extrapolation analytique donne :

ou les indices indiquent les numéros des essais et Axg est la déformation de la base.

Une fois le (Aw?),_3 est déterminer, on ’ajout a la fréquence du deuxiéme essai pour obtenir
la nouvelle fréquence de I’essai suivant (w3? = w,? + (Aw?),_3) et on poursuit les calculs jusqu’a

I’étage du bas :

— Si on trouve un déplacement de la base égale a zéro donc la fréquence dans ce cas est
pratiquement exacte;
— Si on trouve un déplacement de la base supérieur a zéro, on applique a nouveau le méme

type d’extrapolation jusqu’a trouvons un déplacement nul de la base.
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Conditions aux limites :

A la base de la structure le déplacement relatif est nul, ’amplitude du déplacement supposé est
arbitraire car des vibrations libres peuvent se produire avec n’importe quelle amplitude, au sommet

on prend généralement x,, = 1.

La fréquence de vibration, elle, est définie, et si une hypothése incorrecte est faite sur la
fréquence, la condition limite a I’autre extrémité de la structure ne sera pas satisfaite c’est-a-dire le

déplacement calculé a la base ne sera pas nul.

On peut déterminer la fréquence vraie en vibrations libres par tatonnements, en ajustant

I’hypothese sur la fréquence jusqu’a satisfaire a la condition limite.
Remarque :

Ce procédé peut étre utilisé pour calculer n’importe laquelle des fréquences de vibration et la
forme du mode correspondante.ll est possible de calculer n’importe quel mode de vibration

indépendamment de tous les autres.

IV.5 Conclusion

Ce chapitre a permis d’approfondir 1’analyse dynamique des structures complexes a travers
I’é¢tude des vibrations libres des systemes a plusieurs degrés de liberté. L’établissement des
équations du mouvement, basé sur des formulations matricielles, a conduit a une meilleure
compréhension du comportement vibratoire des structures soumises a des sollicitations dynamiques.
L’introduction de la notion de modes propres et de fréquences propres a constitu¢ une étape
essentielle, permettant de décomposer le mouvement global en contributions modales
indépendantes. Les propriétés d’orthogonalité¢ des modes, démontrées rigoureusement a partir de la
loi de Betti, facilitent la diagonalisation des matrices de masse et de raideur, simplifiant ainsi la

résolution des équations du mouvement.

L’utilisation de méthodes pratiques telles que celles de Rayleigh, Stodola et Holzer a permis de
proposer des approches efficaces pour I’évaluation des fréquences naturelles et des modes de
vibration, notamment dans le cas de systémes de grande dimension ou de complexité élevée. Chaque
méthode présente des avantages spécifiques : la méthode de Rayleigh, fondée sur I’énergie, offre une
estimation rapide de la pulsation fondamentale ; la méthode de Stodola permet une détermination
itérative efficace des premiers modes ; tandis que la méthode de Holzer, adaptée aux systemes

unidimensionnels, fournit une alternative simple mais puissante dans certains cas de figure.

Ainsi, ce chapitre établit les fondements nécessaires pour aborder 1’analyse dynamique des
structures complexes et prépare le terrain pour I’étude des réponses forcées et amorties, qui feront

I’objet des chapitres suivants.
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V. Vibrations forcées des S.P.D.D. L

V.1 Introduction

V.2 Analyse dynamique des systémes & plusieurs DDL par la méthode de la superposition
modale

L’¢équation du mouvement d’un systéme a PDDL s’écrit comme suit :

[m]{x(0)} + [c]{tx (O} + [kl{x(®)} = {p(D)} (V.1

Cette écriture matricielle de I’équation du mouvement peut étre représenté par un systéme de n

équations couplées.

Alors que le mot couplé dire que le vecteur {x(t)} inconnu que présente n inconnu :

X1
X2

@) =1,
y
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Tous ces inconnus se trouvent dans la 1éreéquation la 2™ équation jusqu’a la n®™ équation, ce qui
présente une complication mathématique pour la résoudre telle qu’elle est. Pour cela on doit passer d’un
systéme d’équations couplées a un systéme d’équations découplées ou chaque équation sera exprimee
par un seul inconnu facile & déterminer. Alors, pour cela on doit exprimer ce systéme d’équations

couplées dans la base des coordonnées genéralisées (ou principales) par la relation suivante :

&) = Y (012, = [01(2®) v.2)
i=1
Ou:
{x(t)}: représente le vecteur des coordonnées réelles (ou géomeétriques),

{Z(t)}: représente le vecteur des coordonnées généralisées (ou principales, ou modales),

[@]: la matrice modale, ou cette matrice composée des vecteurs ~modaux
[0] = [{B,H{D,} -+ {®;} -+ {®,}], qui une matrice dont les colonnes sont représentées par les

vecteurs des différents modes de vibration.

Condition d’application de la méthode :

Cette méthode de la superposition modale est basée sur la condition d’orthogonalité, si on
applique cette condition d’orthogonalité par rapport a la matrice de masse on trouve une matrice de
masse exprimée en coordonnées principales :

0

[m,| = [08]" [m][@] = P2

0

Mpyn

Ou [mp]: la matrice de masse en coordonnées géneralisées et qui est une matrice diagonale.

Si on applique la condition d’orthogonalité par rapport a la matrice de rigidité on trouve une

matrice de rigidité exprimée en coordonnées principales :
[kp1 0
I k,,
(ko] = [21" [K][0] =| P

K kan

Ou [kp]: la matrice de rigidité en coordonnées généralisées et qui est une matrice diagonale.

N

V.2.1 Vibrations forcées non amorties

Le systéme d’équation du mouvement dans ce cas s’écrit comme suit :

[m]{x(©)} + [k]{x()} = {p(O)} (V.3)

Prémultiplions I’Eq (V.3) par [@]” :
[8]" [m]{x(0)} + [B] [k]{x()} = [8]"{p(£)} (V.4)
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Remplagons I’Eq (V.2) dans I’Eq (V.4), le systéeme d’équation du mouvement devient :
[8]" [m][@]Z() + [8] [k][8]Z(t) = [@] {p(t)} (V.5)

Sachant que [@]7 [m][@] = [m, ] et [8]" [k][@] = [k, ]; alors I'Eq (V.5) peut s’écrire comme suit :
[m,)2(6) + [, ]2(6) = [0]" {p(1)} (V.6)

ou: [6]"{p(0)} = {pp (t)} représente le vecteur de la force en coordonnées généralisees.

L’Eq (V.6) peut s’écrire encore :
[m,|Z(®) + [k, |Z(6) = {p, ()} (V.7)

Cette Eq (V.7) du mouvement obtenu présentée 1’équation du mouvement d’un systéme a
plusieurs DDL exprimees dans la base des coordonnées généralisées, cette écriture matricielles peut
étre exprimé par un systéme d’équation, dans chaque équation présente un seul inconnu Z; (t):
(My1Z1 () + kp1 Z1 () = pp1 (B)

MyypZy (1) + kpaZy (1) = py2 (0)

mpi Zl (t) + kpi:Zi (t) = ppi (t) (V 8)

My 2 () + Kpn Z () = Py (£
Chaque équation correspond a une équation du mouvement d’un oscillateur simple a un seul
DDL (Figure V-1).
mpiZi(t) + kpi Z;(t) = ppi (£) (V.9)
Ou bien :

) (¢
Z;(t) + w;*Z;(t) = Pui () (V.10)
mpi
mpi
Ppi ._,Zl

kpi

77777
Figure V-1. Oscillateur simple & un seul DDL.

La pulsation du systeme considére :

w; = |2 (V.11)

La détermination de la réponse d’un systéme d’équation en coordonnées généralisées Z;(t)

dépend de la nature de la charge p,(t) et peut étre obtenue par les meéthodes exposées
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précédemment pour la résolution des SSDDL (Méthodes Analytiques, Intégrale de Duhamel,

Transformée de Fourier et Méthode Temporelle pas a pas).

D’ou la réponse finale en cordonnées géométriques sera déterminée par un simple produit de la
matrice masse modale et le vecteur de coordonnées généralisees déterminée au paravent, d’ou on

obtient en fin de compte la réponse réelle ou géométriques d’un systeme a plusieurs DDL (Eq

(V.2)).

V.2.2 Vibrations forcées amorties

Le systéme d’équation du mouvement s’écrit comme suit :
[m]{x(0)} + [cH{x (O} + [k]{x(©)} = {p(©)} (V.12)
Prémultiplions I’Eq. (V.12) par [@]" :
[B]" [m]{x(©)} + [B]" [cl{x ()} + [8]" [k]{x(©)} = [B]" {p(6)} (V.13)
Remplagons I’Eq. (V.2) dans I’Eq.(V.13), le systéme d’équation du mouvement devient :
[8]" [m][B1Z(t) + [B] [c][9]1Z(t) + [B]" [K][@]Z(¢) = [@]" (V.14)

En utilisant la propriété d’orthogonalité des modes propres par rapport aux matrices [m] et [k],
I’Eq. (V.14) devient :
[m,]2(0) + (01" [ [01Z2(®) + [k, )2(6) = [0]7 {p(0)} (V.15)

Ou: [@]"[c][®] est un systéme d’équation couplée, représente la matrice d’amortissement en

coordonnées généralisées [c,|.

K
[c,] = [@)"[cllo] =| 7 |
o ol
L’Eq (V.15) peut s’écrire comme suit :
[m, )2 () + [c,|Z2(0) + [k, ]2(®) = {p,(©)} (V.16)

Cette écriture matricielle peut étre représentée par un systéme d’équation découplée ou chaque

équation est exprimée en fonction d’un seul inconnu Z; (t):

(M1 Z1(8) + cp1Z1(8) + kyp1Z1(8) = pyy (B)
My2Zo(t) + €p2Z2(t) + kyp2Zy () = ppa(t)

] TnpiZi(t) + CpiZi(t) + ki Z:(t) = pyi () (V.17)

kmann (t) + Cann (t) + kann (t) = Ppn (t)
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Chaque equation correspond a une équation du mouvement d’un oscillateur simple a un seul DDL.

My Z;(8) + € Zi(t) + ki Z; (1) = ppi (£) (V.18)

La détermination de la réponse de ce systéme d’équation en coordonnées généralisées Z;(t)
dépend de la nature de la charge p,; (t). Alors, pour chaque équation en détermine I’inconnu Z; (t)
pour obtenir en fin de compte le vecteur de coordonnée généralisée {Z(t)}.Donc, la réponse finale
en cordonnées géometriques sera déterminée par un simple produit de la matrice masse modale et le

vecteur de coordonnées genéralisées (Eq (V.2)).

V.2.2.1Détermination de la matrice d’amortissement

Le fait que les matrice de masse et de rigidité en coordonnée géneéralisée sont diagonales alors
pour cette raison il est indispensable et plus pratique de rendre la matrice d’amortissement aussi
diagonale. Pour cela I’hypothése posé pour rendre la matrice d’amortissement diagonale est assuré
par le modéle d’amortissement de Rayleigh, ou la matrice d’amortissement dans cette hypothése
est considérée comme étant une combinaison linéaire proportionnelle a la matrice de masse et la
matrice de rigidité assuré par la relation suivante :

[c] = aplm] + a;[k] (V.19)
Ou:
[c]: amortissement de Rayleigh,

a, et a; sont des coefficients de proportionnalité restant a déterminer.

V.2.2.1.1 Détermination des coefficients de proportionnalité du modéle de Rayleigh

Le découplage des forces d’amortissement peut étre démontrer a partir de la relation suivante :

{0} [c1{0:} = ao {0} [m]{8;} + a1 {8} [k]{®;} = agM,; + a1 My, 0, = (ag + a1w; )My,

(v.20)
En générale la matrice orthogonale d’amortissement aura la forme suivante :

leo] = [mo] Y ([my] ' [ha]) =Y (v.21)

i=0 i=0
lorsquei #0:a; =a; =a, =--=a,
L’amortissement de Rayleigh (Eq. (V.19)), est obtenu comme cas particulier de I’Eq. (V.21).

Par "utilisation de la condition d’orthogonalité, I’Eq (V.19) devient :

[Cp] = Qo [mp] Ta [kp] (V.22)
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On a déja montré auparavant que la matrice de masse et la matrice de rigidité sont diagonales

automatiquement la somme de deux matrices diagonales donne une matrice diagonale, ¢a veut dire

la matrice d’amortissement [cp] est aussi diagonale :

c 0 My, 0 kpl 0

rl
p2 p2
= ao . + al

m k

pn pn

Cette ecriture matricielle peut étre représentée par un systeme de n équations avec seulement

deux inconnus a, et a;. La i*™ équation sera représentée par 1’équation suivante :
0 1 q p p q
Cpi = AoMy; + arky, (V.23)

Pour trouver a, et a;. Il ne veut seulement deux équations, prenant la i™ équation et la j*™
équation, sachant que chaque équation dans la base des coordonnées généralisées présente
I’équation d’un systeme a un seul DDL de masse m,,;, de rigidité k,; et d’amortissement c,;, ce

dernier peut étre présenté par la relation suivante :
Cpi = Zmpia)ifi (V 24)

En remplacant I’Eq (V.24) dans I’Eq (V.23), le systéme d’équation devient alors comme suit :

{Cpi = Zmpl- wifi = aompi + alkpi (V 25)
Cpj = 2y W& = gy + arky,
En divisant I’'Eq (V.25.1) par m,,; et I’'Eq (V.25.2) par m,,;
Le systeme d’équation devient :
{Zwifz‘ = ay + qw;° (V.26)
Za)]f] :a0+a10)j2 '

de I’Eq. (V.26) on peut aisément déterminer les coefficients a, et a;:

_ 2(wi&—wj§))

= _ 200;(0;§-w0;§;)
! (02-w;?)

et ay = (wiz_wjz)

En replacant les deux coefficients a, et a; dans I’Eq (V.19), on trouve la matrice [c] selon le
modele de Rayleigh.
V.3 Méthode de superposition modale
V.3.1 Vibrations du support

La structure donnée par la Figure V-2, constituée d'un portique a trois niveaux, est soumise a un
mouvement de ses points d'appuis sur le sol. On supposera dans un premier temps que l'accélération
%(t) est identique en tous les points d'appui et est représentée par un mouvement de translation.
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La régle de composition des déplacements permet d'exprimer le déplacement absolu en fonction
du déplacement relatif par :

{xr ()} = {2 (O} + {A}x, () (v.27)

Ou {A} est le vecteur donnant la direction de la sollicitation. Le vecteur {A} a pour composantes « 1 »

dans la direction du mouvement de translation, « 0 » pour les autres degrés de liberte.
Les différentes forces agissant sur les masses du systeme sont :

e Forces d’inertie :{f;} = [m]{X;(t)}
e Forces élastiques :f, = [k]{x, (t)}

e Forces d'amortissement : f, = [c]{x, (t)}

Les forces d'inertie s'expriment en fonction de la matrice de masse et des accélérations

absolues. L'équation d'équilibre dynamique du systéme s’écrit comme suite :

[m]{xr (O} + [c]{x, (O} + [k]{x, ()} = 0 (V.28)

Tenant compte de la relation (V.27), I'Eq. (V.28) devient :
[m]{x. ()} + [c]{t ()} + [k]{x, ()} = —[m]{A}k, () = —{pesr” (D)} (V.29)

V.3.2 Décomposition modale

Pour découpler I’Eq. (V.29), en utilisant la décomposition modale explicitée précédemment, le
vecteur {x, (t)} s'exprime par :

(6,0} = ) (8 20 = [B1Z(®) (V.30)
i=1

En reportant dans 1’Eq. (V.29), tenant compte des propriétés d'orthogonalité des vecteurs
propres par rapport aux matrices de masse [m] et de rigidité [k], et en faisant I'nypothése que la
matrice [c] possede la méme propriété, on obtient les néquations découplées ou chaque équation est

caractérisée par un seul inconnu Z;(t) :

fZl(t) + 2(1)1512.1((:) + wlzzl(t) — ppl(lt)
p
Zz(t) + szfzzlz(t) + wzzzz(t) _ ppz(zt)
p
| | : (v.31)
7.(0) + 20,8, 2,(8) + 0,22, (£) = 22 (t)
pi
an(t) b 20,8, 7, () + w,2Z, (£) = 22 (t)
pn
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Chaque équation correspond a une équation du mouvement d’un oscillateur simple a un seul

DDL.

Zi(0) + 20,6 2,(8) + 02 Z,(8) = 22 ('t) (V.32)

pi

dans laquelle 1a force en coordonnées généralisées s’exprime par :
Ppi (£) = —{03" {perr (0} = — {0} [m]{a}i,(0) (V.33)

Posant
L; = {9;}" [m]{A} (V.34)
I’Eq. (V.33) devient :

Ppi (t) = —Li%(t) (V.35)

V.2.3. Réponse sismique temporelle :
Les méthodes exposées dans les chapitres précédents (Méthodes Analytiques, Intégrale de

Duhamel, Transformée de Fourier et Méthode Temporelle pas a pas) permettent d’obtenir la

solution des SSDDL.

En particulier, la réponse en régime permanent (temporelle) obtenue par l'intégrale de Duhamel

s'écrit comme suit :

t
Z;(t) = j ¥ (D)eti®tsinwp,; (t — 1)dr (V.36)
0

pi WDi
Posant :
L _ {0 [ml(s)

a; = = V.37
AW CRUPSIEN (v:37)
Le déplacement dans le mode i, noté {x,; (t)}, s’écrit comme suit :
{x: ()} ={03Z;(®) = ai{®:3q: (D) (V.38)
Avec :
_ t
q;(t) = f ¥ (De it sinwp; (t — 1)dt (V.39)
Wpi Jo
Ou:
a;: est appelé le facteur de participation modale,
q; (t): est la solution de I’équation différentielle suivant :
G4; (8) + 20;&;q; (1) + w;2q; () = %,(¢) (V40)
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La réponse en deplacement dans le mode i étant déterminée, la force élastique dans le systeme

s'obtient par :
F i (0) = [k{x: (®)} = a; ;2 [m]{®;}q;(t) (V41)

La force total résultant de la superposition de I'ensemble des modes s'écrit comme suit :

n

Fe® = ) Fu® = ) a,lkl{8a:© (v42)
i=1

i=1
Propriété du facteur de participation modale :

De la relation (V.37), il est remarquable que le facteur a; dépend de la norme adoptée pour le mode
propre {@,}.
La propriété relative aux facteurs de participation s’écrit comme suit :

n
Z a;{0;} = {A} (V.43)
i=1
qui s'obtient immédiatement en prémultipliant ’Eq (V.41) par {(D ; }T [m] et en tenant compte de la

propriété d'orthogonalité des modes propres et de la relation (V.37) :

n

(0, m1 ) ato) = (0,) ml{e;}q = {2} Imi(a) (V.44)

i=1

Une fois la réponse de chaque mode déterminée, le déplacement total s'obtient par sommation sur

I'ensemble des modes :

(601 = ) @0} = ) a8, (v.45)
i=1

i=1

Apres la détermination de la réponse en déplacement dans le mode i, la force élastique du systéme

s’obtient comme suit :

fi = [kl{x: (O} = a;[k]{B:}q;(t) = a;0,*[m]{B:}q; (t) (V.46)
La force élastique total résultant de la superposition de I'ensemble des modes s'écrit comme suit :

n

(i} =) fu =) aom{@da© (V.47)
i=1

i=1
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V.4 Méthode dynamique modale spectrale
Par cette méthode, il est recherché pour chaque mode de vibration, le maximum des effets
induits dans la structure par les forces sismiques représentées par un spectre de réponse de calcul.

Ces effets sont par la suite combinés pour obtenir la réponse de la structure.

V.4.1 Réponse modale spectrale
Pour le dimensionnement d’un systeme, la connaissance de la variation temporelle de la

réponse n’est pas obligatoirement nécessaire et seule la valeur maximale est requise.

L’analyse spectrale permet d’avoir directement cette grandeur pour chaque mode.

V.4.1.1Valeur maximale de la réponse par mode

Revenant a I'Eq. (V.38), pour obtenir directement {x,; (€)}nqz , il suffit d’avoir (Z; (t))max , Soit

(q:®) -

{xri(t)}max = {Qi}Zi,max (t) = ai{®i}qi,max (t) (V48)

AVec :

t
G max (t) = Max (w—j ¥ (1)eSi®sinwp,; (t — T)d‘[) (V.49)
pi Jo

La courbe qui donne directement ce déplacement maximal a partir d’un mouvement sismique est

appelée spectre de réponse. Donc le spectre de réponse relative en déplacement s’écrit comme suit :

sp(w;, &) = Max (w

t
f ¥ (T)efi®itsinwp, (t — T)d‘[) (V.50)
0

Di

Donc, le déplacement maximal pour un mode i peut s’écrire encore comme suit :

{xri (t)}max = ai{(ai}qi,max (t) = ai{Q)i}SD (wi' fz) (V 51)
Revenant a la relation entre les trois grandeurs spectrales :
Sy Sa
=—=— V.52
Sp w w2 ( )

On peut écrire aussi :
e Spectre de vitesse relative : s, = SZA = wSp = Wimay ()
e Spectre d’accélération relatif :s, = w?sp = Wimay (t)

Remplagant I’Eq. (V.52) dans ’Eq (V.51), le déplacement maximal en fonction de la vitesse

peut s’écrire comme suit :

Gt O e = = (050 (@1, 6) (V.53)
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Ou bien en fonction d’accélération :

{xri (t)}max = % {wi}SA (wi' El) (V 54‘)

La force élastique maximal dans le mode i est alors donnée par :

{xri (t)}max =a; [m] {¢i}sA ((‘)i! El) (V 55)

V.4.1.2Valeur maximale de la réponse totale

L'utilisation du spectre de réponse ne permet d'accéder qu'a la valeur maximale de la réponse
dans chaque mode. Ces maximums ne se produisent pas tous au méme instant et se pose alors le

probléme du cumul des réponses modales.

Désignant par {r} le vecteur contenant les réponses modales maximales (déplacement en un
point, effort, contrainte dans un ¢lément...). La réponse maximale pour l'ensemble des modes est

évidemment obtenue en effectuant la somme des valeurs absolues maximales des réponses modales :
n
Tnax = Z|ri,max | (V 56)
i=1
Cette approche peut conduire a une surestimation importante de la réponse.

La regle de combinaison quadratique dite SRSS (Square rout of sum of squares) exprime la
réponse maximale sous la forme :

(V.57)

Cette approximation est valable si les fréquences propres des modes sont suffisamment
éloignées :
W
09<—<11 (V.58)

wj

V.4.2 Choix du nombre de modes
Un systéeme a NDDL procéde N modes propres et N frequences propres. En général, les modes
de fréquence élevée contribuent faiblement a la réponse. La question posée est celle du choix du

nombre de modes a retenir dans I'analyse pour le calcul de la réponse totale.

A cette fin, on introduit le paramétre m; , dénommé masse modale :

L (@) e
C Ty T 0 e

(V.59)

dans laquelle, m;" est indépendante de la normalisation des modes propres.
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la masse totale mobilisée de la structure dans la direction {A} est égale a la somme des masses

modales :

My = ()7 [ml{8} = ) m,’ (V. 60)
i=1

Donc chaque mode a une contribution massique par rapport a la masse totale.

En pratique, le nombre de mode k suffisant pour une analyse dynamique par superposition

modale doit vérifier la relation suivante :

"

m;" = 0.9M; (V.61)

-
IIM»
-

tel que 1k K n

V.4.3 Spectre de réponse élastique
Les spectres de réponse sont permettent de représenter 1’exigence de réponse sismique imposée
aux structures, il peut étre obtenu a partir d'un enregistrement du mouvement du sol (séisme), et les

spectres de conception servent de référence pour le dimensionnement parasismique des structures.

Les spectres de réponse doivent étre calculés pour toutes les périodes et les taux

d'amortissement susceptibles d'étre trouvés dans les structures.

Les spectres de réponse montrent généralement des zones spectrales caractérisant la sensibilité
de la réponse a différents mouvements, c'est-a-dire qu'ils montrent une région sensible a
I'accélération (petites périodes), une région sensible au déplacement (grandes périodes) et une

région sensible a la vitesse s'étendant entre les deux.
Les spectres de conception sont définis sur la base des spectres de réponse moyens.

Pour cette raison, les valeurs spectrales des spectres a réponse unique peuvent différer

significativement des spectres normatifs de conception.

V.4.3.1Détermination du spectre de réponse
Le mouvement sismique di a un seisme en un point donné de la surface du sol est représenté

par un spectre de réponse, dénommeé, spectre de réponse elastique.

Le comportement ductile ou non linéaire de la structure est pris en compte par une analyse
élastique fondée sur un spectre de réponse atténué par rapport au spectre de réponse élastique grace
a I’introduction d’un coefficient de comportement R. Le spectre utilisé dans ce cas est dénommé

spectre de calcul ou de dimensionnement.
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Limites du spectre de réponse :

La Figure V-2 montre deux cas différents, I’'un présente une structure infiniment rigide et 1’autre

infiniment souple.

x(t) =0 x(t) = —x,(t)

O O |

Infiniment Infiniment

rigide souple
_ L L
x(t=0) _I! xs(t) L x(t =0) —i- x5 (1) $
¥r+ 28wi+ w?lx=0 ¥r+ 2fwi+ w?x =0
x =0 - ¥r(t) = %) + %) = (2 X (0) = —%5(0) = x(t) = —x,5(2)
(a) (b)

Figure V-2. Limites du spectre de réponse : (a) structure infiniment rigide, (b) structure

infiniment souple.

Une structure supposée infiniment rigide présente de hautes fréquences (f > 25Hz) pour

lesquelles I’accélération maximale de la masse coincide avec celle du sol.

Une structure supposee infiniment souple posseéde des basses fréquences ou le déplacement

relatif maximal est égal au déplacement maximal du sol.

V.4.4 Méthode dynamique modale spectrale suivant le Réglement Parasismique Algérienne
(RPA99 version 2003)

V.4.4.1Modélisation

1) Structures réguliéres en plan comportant des planchers rigides :

L’analyse est faite séparément dans chacune des deux directions principales du batiment. Celui-
ci est alors représenté dans chacune des deux directions de calcul par un modéle plan, encastré a la
base et , avec une concentration des masses au niveau des centres de gravité des planchers avec un

seul DDL en translation horizontale.

2) Structures irrégulieres en plan, sujettes a la torsion et comportant des planchers rigides :

Elles sont représentées par un modele tridimensionnel, encastré a la base, avec une
concentration des masses au niveau des centres de gravité des planchers avec trois (03) DDL (2

translations horizontales et une rotation d’axe vertical).
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3) Structures réqguliéres ou non comportant des planchers flexibles :

Elles sont représentées par des modéles tridimensionnels encastrés a la base et a plusieurs DDL
par plancher.

4) Déformabilité du sol de fondation :

Elle doit étre prise en compte dans le modele chaque fois que son influence sur la réponse

structurale est significative.

5) Modele de batiment a utiliser :

Il doit représenter au mieux les distributions des rigidités et des masses de facon a prendre en
compte tous les modes de déformation significatifs dans le calcul des forces d’inertie sismiques

(ex : contribution des zones nodales et des éléments non structuraux a la rigidité du batiment).

6) La rigidité dans les batiments en béton armé ou en magonnerie :

La rigidité des éléments porteurs doit étre calculée en considérant les sections non fissurées. Si
les déplacements sont critiques particulierement dans le cas de structures associées a des valeurs
élevées du coefficient de comportement, une estimation plus précise de la rigidité devient nécessaire

par la prise en compte de sections fissurées.

7) L’action sismique :

Elle doit étre appliquée dans toutes les directions jugées déterminantes pour le calcul des forces
sismiques ainsi que les directions qui leur sont perpendiculaires, compte tenu de la configuration en

plan de la structure.

8) Directions d’excitation :

Pour les structures ayant leurs éléments de contreventement distribués le long de deux

directions orthogonales, ces deux directions sont a retenir comme directions d’excitation.

V.4.4.2 Spectre de réponse réglementaire :
Dans le RPA99 version 2003, 1’action sismique est définie par le Spectre de réponse de calcul

suivant :
( T Q
1.254( 1 +—(2-5n—— 1) 0<T<T,
T, R

2.57(1.254) (%) T, <T<T,
_ ] - (V. 62)

Q\ (T2
2/3 5/3 Q

255 (Z)” () (©)r > 305
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Chapitre V Vibrations forcées des S.P.D.D. L

Ou:

A: Coefficient d’accélération de zone,

7n : Facteur de correction d’amortissement,

R : Coefficient de comportement de la structure,

T; et T, : Périodes caractéristiques associées a la catégorie de site,

Q : facteur de qualite.

Un exemple de spectre de réponse en fonction du site suivant le RPA99 version 2003 est illustré
dans la Figure V-3.

0.20-

% 0.15

E

= S

& 0.10- M@; 3

:

3

2 005- S~

\___%%
0.00- —
000 100 200 300 400 500
Période: T (Sec)

Figure V-3. Exemple de spectre de réponse en fonction du Site 1 ; Zone 1 ; Groupe Al ; Béton

armé léger ; Portiques autostables sans remplissages en magonnerie rigide).

Le spectre de calcul peut étre généré a 1’aide d’un logiciel simple a utiliser, par saisie des

parameétres requis, comme illustré a la Figure V-4.

Grach du spectre | Les valours

T

Fichier  Aide [
|

2: Quwrages courants ou dimportance

020 3: Ouvrages de fable mportance

=]
[

Spectre Saly (mi?]
o o
& 3

[ —
000+ .
0.00 1.00 200 300 4.00 500
Pénode T (Sec)
Group dusage:
. 1A: Quvrages dimportance vitdle v

Zore 1lb: Semoté moyerne - =
Zore [11: Semoté Sevée 51: St rocheux v | Pordques: Béton armé (Léger) -
Site:
‘m*m: smamam{
S L Ste rocheux L0 L Changer | | Beéton armé: Portques autostabie v
g? g: medie Autres systémes: Ossatire métalique contreventée par noyau en béton armé
S4: Ste bés meble Autres systémes: Ossature métalique contreventde par vodes en béton armé

§] Autres systémes: Ossatre métallque avec contreventement mixte comportant un NOYau en béton armé et pakdes ou portiques métaliques en fagades
Bl Autres systémes: Systémes comportant des Yansparences (€tages souples)

Figure V-4. Exemple de conception de spectre de réponse suivant le RPA99 VV2003.
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V.4.4.3Détermination des parametres de spectre de réponse
a) Coefficient d’accélération de zone :

Le coefficient d’accélération de zone est déterminé en fonction de la classification sismique de
la zone et du groupe d’importance de 1’ouvrage.

— Classification des zones sismiques :

Le territoire national est divisé en quatre zones de séismicité croissante, définies sur la carte des

zones sismiques de I'Algérie la répartition de ces zones par wilaya et par commune, soit :

e Zone O : sismicité négligeable
e Zone | : sismicité faible
e Zone Il : sismicité moyenne

e Zone lll : sismicité élevée

CGS: Centre National de Recherche Appliquée en Génie Parasismique ” CLASSIFICATION SISMIQUE DES WILAYAS D'ALGERIE

Zone |l
:-"W/'W‘"
SKIKDA
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ID < o - .v '. :. . _"'_ DA - ,} "\ ; ,z ’J q/] c% &_l‘ GUELMA f')
ANEMAS 2 e 2 " BEpEa {BOUIRA a4 S P
D 8 ki é‘f ARRERID]Y SETF e (@_ouxAAHRA o
p IS
r s 2‘, 7 ALOUMEL BOUAGHI\ Vil &
AIN :MOUCHENT/, ”\C\  fibt i N $ (a
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/‘\f‘ [ v BATNA .~' il ¥ ;
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Figure V-5. Carte de zonage sismique de I'Algérie.

— Classification des ouvrages selon leur importance :

Le niveau minimal de protection sismique accordé a un ouvrage dépend de sa destination et de

son importance Vis a vis des objectifs de protection fixés par la collectivité.

Tout ouvrage soumis au champ d’application du RPA doit étre classé dans 1I’'un des quatre

groupes définis dans le Tableau. V-1.
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Tableau V-1. Classification des ouvrages selon leur importance.
Groupe | Ouvrages Domaine d’application
Ouvrages vitaux qui doivent demeurer opérationnels apres un séisme majeur pour
les besoins de la survie de la région, de la sécurité publique et de la défense
nationale, soit :
— Centres de décisions stratégiques
— Béatiments abritant le personnel et le matériel de secours et (ou) de défense
nationale (casernes de pompiers, de police ou militaires, parcs d’engins et de
vehicules d’intervention d’urgence et de secours
1A Imp(_)rtance — Etablissements publics de santé (hépitaux et centres dotes.
vitale — Etablissements publics de communications tels que les centres de
téléecommunications, de diffusion et de réception de 1’information (radio et
télévision), des relais hertziens, des tours de contrdle des aéroports et controle
de la circulation aérienne.
— Batiments de production et de stockage d’eau potable d’importance vitale
— Ouvrages publics a caractere culturel, ou historique d’importance nationale
— Centres de production ou de distribution d’énergie, d’importance nationale
— Batiments administratifs ou autre devant rester fonctionnels en cas de seisme
Ouvrages abritant fréquemment de grands rassemblements de personnes :
—Batiments recevant du public plus de 300 personnes (grande mosquée,
batiments a usage de bureaux, batiments industriels et commerciaux, scolaires,
universitaires, constructions sportives et culturelles, pénitenciers, grands
hotels).
—Batiments d’habitation collective ou a usage de bureaux dont la hauteur
Grande dépasse 48 m.
18 importance | Quvrages publics d’intérét national ou ayant une importance socioculturelle et
économique certaine.
— Béatiments de bibliothéque ou d’archives d’importance régionale, musée, etc.
— Etablissements sanitaires autres que ceux du groupe 1A
—Centres de production ou de distribution d’énergie autres que ceux du
groupe 1A
— Chateaux d’eau et réservoirs de grande a moyenne importance
— Batiments d’habitation collective ou a usage de bureaux dont la hauteur ne
Courants ou | dépasse pas 48 m.
2 d’importanc | — Autres batiments pouvant accueillir au plus 300 personnes simultanément tels
e moyenne que, batiments a usage de bureaux, batiments industriels, ...
— Parkings de stationnement publics, ...
i — Batiments industriels ou agricoles abritant des biens de faibles valeurs.
3 . Faible — Béatiments a risque limité pour les personnes
Importance . .
— Constructions provisoires
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Apres ces classifications, le coefficient d’accélération de zone est donné dans le Tableau V-2.

Tableau V-2. Coefficient d’accélération de zone.

Zone
Groupe I lla b 11
1A 0.15 0.25 0.30 0.40
1B 0.12 0.20 0.25 0.30
2 0.10 0.15 0.20 0.25
3 0.07 0.10 0.14 0.18

b) Facteur de correction d’amortissement :

Le facteur de correction d’amortissement quand 1’amortissement est différent de 5%, donné par

la formule :

(V.63)

Ou &(%) est le pourcentage d’amortissement critique fonction du matériau constitutif, du type

de structure et de I’importance des remplissages. pour ¢ =5o0nan =1

Les valeurs du pourcentage d’amortissement critique sont données au (dans le) Tableau V-3.

Tableau V-3. Valeurs de §(%0).

. Portiques Voiles ou murs
Remplissage p : - ; : -
Béton arme Acier Beton armé/macgonnerie
Léger 6 4
10
Dense 7 5

c) Coefficient de comportement de la structure :

Les valeurs du coefficient de comportement de la structure sont données par le Tableau V-4 en

fonction du systéme de contreventement. En cas d’utilisation de systémes de contreventement

différents dans les deux directions considérées il y a lieu d’adopter pour le coefficient R la valeur la

plus petite.
Tableau V-4. Valeurs du coefficient de comportement R.
Catégorie Description du systéeme de contreventement Valeur de R
A Béton arme
la Portiques autostables sans remplissages en magonnerie rigide 5
1b Portiques autostables avec remplissages en magonnerie rigide 3.5
2 Voiles porteurs 35
3 Noyau 3.5
4a Mixte portiques/voiles avec interaction 5
4b Portiques contreventés par des voiles 4
5 Console verticale a masses réparties 2
6 Pendule inverse 2
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B Acier
7 Portiques autostables ductiles 6
8 Portiques autostables ordinaires 4
%a Ossature contreventée par palées triangulées en X 4
9b Ossature contreventée par palées triangulées en V 3
10a Mixte portiques/palées triangulées en X 5
10b Mixte portiques/palées triangulées en V 4
11 Portiques en console verticale 2
C Maconnerie
12 Maconnerie porteuse chainee 2.5
D Autres systéemes
13 Ossature métallique contreventée par diaphragme 2
14 Ossature métallique contreventée par noyau en béton armé 3
15 Ossature métallique contreventée par voiles en béton armé 3.5
16 Ossature métallique avec contreventement mixte comportant un noyau en 4
béton armé et palées ou portiques métalliques en facades
17 Systemes comportant des transparences (étages souples) 2

d) Périodes caractéristiques associées a la catégorie de site :

— Classification des sites :

Les sites sont classés en quatre (04) catégories en fonction des propriétés mécaniques des sols
qui les constituent comme suit :

e Catégorie S; (site rocheux) :

Roche ou autre formation géologique caractérisée par une vitesse moyenne d’onde de
cisaillement (Vs> a 800m/s).

e Catégorie S, (site ferme) :

Dépots de sables et de graviers trés denses et/ou d’argile sur consolidée sur 10 a 20 m
d’épaisseur avec Vs > 400 m/s a partir de 10 m de profondeur.

e Catégorie S3 (site meuble) :

Dép6ts épais de sables et graviers moyennement denses ou d’argile moyennement raide avec
Vs> 200 m/s a partir de 10 m de profondeur.
e Catégorie S, (site tres meuble) :
— Dépodts de sables laches avec ou sans présence de couches d’argile molle avec
Vs< 200 m/s dans les 20 premiers métres.
— Dépots d’argile molle a moyennement raide avec Vs< 200 m/s dans les 20

premiers metres.

Apres cette classification, les périodes caractéristiques associées a la catégorie de site sont données
au Tableau V-5.
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Tableau V-5. Valeursde T, et T,.

Site Sl Sz 33 S4
T, (sec) 0.15 0.15 0.15 0.15
T,(sec) 0.30 0.40 0.50 0.70

e) Facteur de qualité Q :

Le facteur de qualité de la structure est fonction de :

e Laredondance et de la géométrie des éléments qui la constituent,
e Larégularité en plan et en élévation,

e La qualité du contrdle de la construction.

La valeur de Q est déterminée par la formule :

Q=1+qu (V.64)

Ou P, est la pénalite a retenir selon que le critere de qualité g “est satisfait ou non". Sa valeur

est donnée au Tableau V-6.

Tableau V-6. Valeurs des pénalités P,,.

Pq
Critére "'q" Observeé N/Observe
1. Conditions minimales sur les files de contreventement 0 0.05
2. Redondance en plan 0 0.05
3. Régularité en plan 0 0.05
4. Régularité en élévation 0 0.05
5. Contrdle de la qualité des matériaux 0 0.05
6. Controle de la qualité de I'exécution 0 0.10

Les criteres de qualité "'q"" a vérifier sont :

1. Conditions minimales sur les files de contreventement :

— Systeme de portiques : chaque file de portique doit comporter a tous les niveaux, au
moins trois (03) travées dont le rapport des portées n’excéde pas 1,5. Les travées de
portique peuvent étre constituées de voiles de contreventement.

— Systeme de voiles : chaque file de voiles doit comporter a tous les niveaux, au moins un
(01) trumeau ayant un rapport "hauteur d’étage sur largeur" inférieur ou égal a 0,67 ou
bien deux (02) trumeaux ayant un rapport "hauteur d’étage sur largeur" inférieur ou égal
a 1,0. Ces trumeaux doivent s’¢lever sur toute la hauteur de 1’étage et ne doivent avoir
aucune ouverture ou perforation qui puisse réduire de maniere significative leur

résistance ou leur rigidité.

Dr. Toubal Seghir Nadhir 107



Chapitre V Vibrations forcées des S.P.D.D. L

2. Redondance en plan :

Chaque étage devra avoir, en plan, au moins quatre (04) files de portiques et/ou de

voiles dans la direction des forces latérales appliquées.

Ces files de contreventement devront étre disposées symétriquement autant que possible

avec un rapport entre valeurs maximale et minimale d’espacement ne dépassant pas 1,5.

3. Régularité en plan :

La structure est classée réguliere en plan.

4. Régularité en élévation :

La structure est classée réguliere en élévation.

5. Contrdle de la qualité des matériaux :

Des essais systématiques sur les matériaux mis en ceuvre doivent étre réalisés par

I’entreprise.

6. Controle de la qualité de ’exécution :

Il est prévu contractuellement une mission de suivi des travaux sur chantier. Cette

mission doit comprendre notamment une supervision des essais effectués sur les matériaux.

V.4.4.4ANombre de modes a considérer
a) Pour les structures représentées par des modeles plans dans deux directions orthogonales, le
nombre de modes de vibration a retenir dans chacune des deux directions d’excitation doit étre
tel que:
— La somme des masses modales effectives pour les modes retenus soit égale a 90 % au
moins de la masse totale de la structure.
— Ou que tous les modes ayant une masse modale effective supérieure a 5% de la masse
totale de la structure soient retenus pour la détermination de la réponse totale de la

structure.
Le minimum de modes a retenir est de trois (03) dans chaque direction considérée.

b) Dans le cas ou les conditions décrites ci-dessus ne peuvent pas étre satisfaites a cause de
I’influence importante des modes de torsion, le nombre minimal de modes (K) a retenir doit étre

tel que:
K = 3vVN et Ty < 0.20 sec (V.65)

Ou : N est le nombre de niveaux au-dessus du sol et Ty la période du mode K.
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V.4.4.5Combinaison des réponses modales
Les réponses de deux modes de vibration iet j de périodes T;, T; et d’amortissement &;, §; sont

considérées comme indépendantes si le rapport r = T; /T; (Tl- < 7}) verifie :

10
r<—m—m (V.66)
10 +,/&:¢;
Dans ce cas, la réponse totale est donnée par :
E=+ (V.67)

Ou E; est la valeur modale de E selon le mode « i ».

Dans le cas ou deux réponses modales ne sont pas indépendantes ; E; et E, par exemple, la

réponse totale est donnée par :

k
E=t |(E|+IED+ ) B (V.68)
i=3

V.4.4.6Résultante des forces sismiques de calcul

La résultante des forces sismiques a la base V, obtenue par combinaison des valeurs modales ne
doit pas étre inférieure a 80 % de la résultante des forces sismiques déterminée par la méthode
statique équivalente V pour une valeur de la période fondamentale donnée par la formule empirique

appropriée.

Si V, < 0.80V, il faudra augmenter tous les paramétres de la réponse (forces, déplacements,
moments, ...) dans le rapport 0.80 V /V,.

V.4.4.7 Effets de la torsion accidentelle

Pour toutes les structures comportant des planchers ou diaphragmes horizontaux rigides dans
leur plan, on supposera qu’a chaque niveau et dans chaque direction, la résultante des forces
horizontales a une excentricité par rapport au centre de torsion egale a la plus grande des deux

valeurs :

— 5% de la plus grande dimension du batiment a ce niveau (cette excentricité doit étre
prise en considération de part et d'autre du centre de torsion),

— Excentricité théorique résultant des plans.
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V.5 Méthode statique équivalente

V.5.1 Principe de la méthode
Les forces réelles dynamiques qui se développent dans la construction sont remplacées par un
systeme de forces statiques fictives dont les effets sont considérés équivalents a ceux de 1’action

sismique.

Le mouvement du sol peut se faire dans une direction quelconque dans le plan horizontal. Les
forces sismiques horizontales équivalentes seront considérées appliquées successivement suivant
deux directions orthogonales caractéristiques choisies par le projeteur. Dans le cas général, ces deux

directions sont les axes principaux du plan horizontal de la structure.

I1 faut souligner toutefois que les forces et les déformations obtenues pour 1’élément a partir des
méthodes d’analyse statiques pour les charges de conception recommandées sont inférieures aux
forces et aux déformations qui seraient observées sur la structure sous les effets d’un séisme majeur
pour lequel les charges ont été spécifiées. Ce dépassement des forces est équilibré par le

comportement ductile qui est fourni par les détails de construction de 1’¢lément.

V.5.2 Conditions d’application de la méthode

La méthode statique équivalente peut étre utilisée dans les conditions suivantes :

a) Le batiment ou bloc étudié, satisfaisait aux conditions de régularité en plan et en
élévation prescrites au chapitre |11, paragraphe 3.5 avec une hauteur au plus égale a 65m
en zones | et 1l et a 30m en zones I,

b) Le batiment ou bloc étudié présente une configuration irréguliere tout en respectant,
outres les conditions de hauteur énoncées en a), les conditions complémentaires

suivantes :

Zonel :

— Tous groupes

Zone ll :
— Groupe d’usage 3
— Groupe d’usage 2, si la hauteur est inférieure ou égale a 7 niveaux ou 23m.
— Groupe d’usage 1B, si la hauteur est inférieure ou égale a 5 niveaux ou 17m.

— Groupe d’usage 1A, si la hauteur est inférieure ou égale a 3 niveaux ou 10m.

Zone 1 :
— Groupes d’usage 3 et 2, si hauteur est inférieure ou égale a 5 niveaux ou 17m.
— Groupe d’usage 1B, si la hauteur est inférieure ou égale a 3 niveaux ou 10m.

— Groupe d’usage 1A, si la hauteur est inférieure ou égale a 2 niveaux ou 08m.
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V.5.3 Modélisation

— Le modele du batiment a utiliser dans chacune des deux directions de calcul est plan avec les
masses concentrées au centre de gravité des planchers et un seul degré de liberté en translation
horizontale par niveau sous réserve que les systémes de contreventement dans les deux (2)
directions puissent étre découplés,

— Larigidité latérale des éléments porteurs du systéme de contreventement est calculée a partir
de sections non fissurées pour les structures en béton arme ou en magonnerie,

— Seul le mode fondamental de vibration de la structure est a considérer dans le calcul de la

force sismique totale.

V.5.4 Calcul de la force sismique totale

La force sismique totale V, appliquée a la base de la structure, doit étre calculée successivement

dans deux directions horizontales orthogonales selon la formule :

A.D.Q
R

w (V.69)
Ou:

V' : Force sismique totale (ou Effort tranchant sismique a la base),

A: Coefficient d’accélération de zone (Voir Tableau V-2),

D: Facteur d’amplification dynamique moyen,

R : Coefficient de comportement de la structure (Voir Tableau V-4),

Q : Facteur de qualité (Voir Tableau V-6),

W Poids total de la structure.

V.5.4.1Détermination des éléments de la formule de calcul de la force sismique totale

a) Facteur d’amplification dynamique moyen

Le facteur d'amplification dynamique est en fonction du site, du facteur de correction
d'amortissement et de la période (T) fondamentale de la structure. 1l calé & un palier horizontal pour
les faibles périodes. On peut le déterminer par la formule suivante :

( 25m0<T<T,

2/3

Iy
2.5 (7) T, <T <3.0s (V.70)

T, 2/3 ,3,5/3
250 (22) (2) T>3.
5’7(3) (T) > 3.0s
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Ou:
T,: période caracteéristique, associée a la catégorie du site (Voir Tableau V-5),
7 : facteur de correction d’amortissement (prescrites au paragraphe V.4.4.3 b).

Le facteur D est par ailleurs donné sous forme graphique a la Figure V-6 pour un amortissement

£=-5.

D
m <+ w0 t~
25 [~~~ =]
' L LN [N
[ ANAY
ALY [\
L )
A [N\ N
20 Y IS
N S
NMREEAN ~N
NENENEEEN
M [ N o
1.5 AN T T
NN T
N o
[~ — I'/‘;-\
1.0 S =
~1_ - - ——
~~l_ [ —
= A B s = = et
s . - — \:_Z_/’
==
0 T(sec)
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figure V-6. Facteur d'amplification dynamique moyen D (¢ = 5).

b) Poids total de la structure :

Le poids total de la structure (W) est égal a la somme des poids W;, calculés a chaque niveau
@) :
W = Z?:l VVl avec VVL = WGi + ﬁWQl (V 71)
Ou:

W,;: Poids di aux charges permanentes et a celles des équipements fixes éventuels, solidaires

de la structure,
Wi: Charges d’exploitation,

B: Coefficient de pondération, fonction de la nature et de la durée de la charge d’exploitation et

donné par le Tableau V-7.
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Tableau V-7. Valeurs du coefficient de pondération f3.
Cas Type d'ouvrage Valeur de

1 | Batiments d’habitation, bureaux ou assimilés 0.20
Batiments recevant du public temporairement :

2 | — Salles d’exposition, de sport, lieux de culte, salles de réunions avec places debout. 0.30
— Salles de classes, restaurants, dortoirs, salles de réunions avec places assises. 0.40

3 | Entrepdts, hangars 0.50

4 | Archives, bibliotheques, réservoirs et ouvrages assimilées 1.00

5 | Autres locaux non visés ci-dessus 0.60

V.5.5 Estimation de la période fondamentale de la structure

La valeur de la période fondamentale (T) de la structure peut étre estimée a partir de formules

empirigues ou calculée par des méthodes analytiques ou numérigues.

Les formules empiriques a utiliser selon les cas sont les suivantes :

Formule empirique 1 :

T = CThN3/4
Ou:

(V.72)

hy: Hauteur mesurée en metres a partir de la base de la structure jusqu’au dernier niveau (N),

Cr: Coefficient, fonction du systéme de contreventement, du type de remplissage et donné par le

Tableau V-8.
Tableau V-8. Valeurs du coefficient Cy.
Cas Systéme de contreventement Valeur de Cr
1 | Portiques autostables en béton armé sans remplissage en magonnerie 0.075
2 | Portiques autostables en acier sans remplissage en magonnerie 0.085
3 | Portiques autostables en béton armé ou en acier avec remplissage en magonnerie 0.050
4 Contreventement assuré partiellement ou totalement par des voiles en béton armé, 0.050
des palées triangulées et des murs en magonnerie '
Formule empirique 2 :
Dans les cas 3 et 4, on peut également utiliser aussi la formule :
T = 0.09hyVD (V.73)

Ou:

D: est la dimension du batiment mesurée a sa base dans la direction de calcul considérée.

Formule de Rayleigh :

La valeur de T peut étre calculée avec la formule de Rayleigh :

JETWB)

T=m o)
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Ou:
;. Fléches horizontales dues aux forces f; calculées a partir d’un mode¢le élastique linéaire de la

structure qui prend en compte tous les éléments participant a sa rigidite.

fi: Systéme de forces horizontales, distribuées selon les formules de répartition de V suivant la

verticale.

La valeur de T peut-étre aussi calculée par une version simplifiee de cette formule :

T =2./8y (V.75)
Ou :
6y Fleche horizontale au sommet du batiment, mesurée en metres, due aux forces gravitaires

appliquées horizontalement.
Remarque :
Les valeurs de la période T, calculées a partir des formules de Rayleigh ou de méthodes numériques

ne doivent pas dépasser celles estimées a partir des formules empiriques appropriées de plus de 30%.

V.5.6 Distribution de la résultante des forces sismiques
La résultante des forces sismiques a la base (ou effort tranchant a la base) V doit étre distribuée

sur la hauteur de la structure selon les formules suivantes :

V=Ft+ZFi (V.76)
Une part F, de I’effort tranchant est appliquée au sommet du batiment dans les conditions
suivantes :
{I;;i _ ?).OS;T; SsiO; < 07sec V.77)
La partie restante (VV — F;) est distribué a chaque niveau par :
V —F)W;h;
i = ﬁ (V.78)

Ou:

F; : Force horizontal appliquée au niveau i,

h;: Hauteur du niveau i ou s’exerce la force F;,

h; : Hauteur du niveau j,

W;, W; : poids revenant aux niveaux i, j.
Remarque :

La valeur de F, ne dépassera en aucun cas 0,25V.
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V.6 Conclusion

La conception parasismique des structures repose sur des outils de calcul permettant d’évaluer de
maniére fiable les effets induits par les sollicitations sismiques. Parmi ces outils, la méthode statique
équivalente et la méthode dynamique modale spectrale constituent deux approches fondamentales

largement utilisées dans la pratique de 1’ingénierie structurelle.

La méthode statique équivalente simplifie I’action sismique en un ensemble de forces horizontales
fictives equivalentes, appliquées selon une distribution bien définie sur la hauteur de la structure. Cette
meéthode est particulierement adaptée aux batiments réguliers, de hauteur modérée, et situés dans des
zones de sismicité faible a modérée. Sa simplicité en fait un choix courant dans la phase préliminaire

des projets.

La méthode dynamique modale spectrale, plus élaborée, prend en compte les propriétés
dynamiques globales de la structure, notamment ses modes propres de vibration et ses fréquences
naturelles. Elle repose sur 1’utilisation des spectres de réponse, qui traduisent l’intensit¢ de la
sollicitation sismique en fonction de la période et de I’amortissement. Cette approche permet une

meilleure estimation des effets inertiels et des déplacements structurels.

L’application des deux méthodes exige la connaissance et la maitrise de divers paramétres : la
classification sismique du site, les caractéristiques dynamiques de la structure, les coefficients

réglementaires (4, R, Q), ainsi que les critéres de qualité de la conception et de I’exécution.

Le respect des exigences du RPA99 version 2003 permet d’assurer un dimensionnement conforme,
sécurisé et rationnel des ouvrages. Le choix entre les deux méthodes doit étre fait selon les conditions

d’application, la complexité du batiment et les objectifs de performance sismique.

Ainsi, une modélisation rigoureuse et une analyse appropriée permettent d'optimiser la résistance et

la ductilité de la structure, tout en garantissant la sécurité des usagers et la durabilité des constructions.
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V1. Méthode de la poussée progressive (Pushover)

V1.1 Introduction

L’analyse ¢élastique donne une bonne indication de la capacité élastique des structures et montre
ou le fléchissement peut dabord se produire, mais elle ne peut pas prendre en compte la
redistribution des efforts durant le flechissement progressif qui suit et prédire ses mécanismes de
défaillance ou détecter la possibilité et I'emplacement de toute défaillance prématurée. Une analyse
statique non linéaire peut les prédire plus précisément car elle prend en compte le comportement
inélastique de la structure. Elle peut aider a identifier les éléments critiques susceptibles d'atteindre
des états critiques lors d'un séisme pour lesquels une attention doit étre accordée lors de la

conception et des détails.

Pour mieux tenir compte le comportement réel d’une structure sous des charges sismiques, On
peut utiliser une méthode simple connue sous le nom Pushover Analysis (en anlgais) ou la méthode
de la poussée progressive. Cette méthode peut aider a évaluer le comportement progressif réel de la
structure étapes par étapes au fur et a mesure que des dommages y apparaissent, c’est-a-dire elle
peut aider a démontrer comment une défaillance progressive dans les structures se produit
réellement et identifie le mode de défaillance finale par I’évaluation des différents parameétres en

termes de sollicitation et déplacements dans les éléments de la structure.
La méthode de la poussée progressive vise notamment a :

e Evaluer les mécanismes plastiques formés et la distribution des dommages dans des
structures complexes,

e Evaluer la performance structurale des batiments existants ou renforcés,

o Vérifier ou évaluer plus précisément le rapport Z—“ coefficient de redistribution plastique
1

qui intervient explicitement dans la valeur du facteur de comportement R des
constructions en béton, acier et mixtes acier—béton.. .etc.,
e Introduire le coefficient de comportement R comme variable au calcul basé sur I’analyse

linéaire.
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Les paramétres a4 et a,, :
Les paramétres oy et o, sont définis comme suit :

— a; est la valeur par laquelle les actions sismiques horizontales de calcul sont multipliées
pour atteindre pour la premiére fois la résistance plastique dans un élément de la structure,
les valeurs de calcul de toutes les autres actions étant maintenues constantes

— a, est la valeur par laquelle les actions sismiques horizontales de calcul sont multipliées
pour que se forment des rotules plastiques dans un nombre suffisant de sections pour que
I’instabilité¢ d’ensemble de la structure se développe, les valeurs de calcul de toutes les

autres actions étant maintenues constantes.

d Vv
' ,' AN
Vu=g V
vV
- / Vy=oV

S
dy du °
Figure VI-1. Définition des paramétres a4 et o, dans I’analyse Pushover.
V1.2 Source de non linéarité

Les sources principales de non linéarité peuvent étre classées en deux grandes catégories :

La source géométrique, ou cinématigue :

C’est une source majeure de non linéarité due aux grands déplacements accompagnés ou non de

grandes déformations ; les phénoménes d’instabilité trouvent leur origine dans cette catégorie.

Le changement dans la géométrie est pris en considération en établissant les équations
contraintes-déplacements et les équations d'équilibre.

La source matérielle, ou rhéologique :

C’est une autre source importante de non linéarité, due aux lois de comportement non linéaires

des matériaux.
La non linéarité du comportement des matériaux est provoqué par :

e Endommagent du béton,
e Plastification de I’acier,
e Frottement dans les liaisons,

e Ftc....
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V1.3 Principe de I’analyse Pushover :

Le principe consiste a superposer dans un diagramme accélération-déplacement, une courbe
représentant la capacité résistante d’une structure issue d’une analyse Pushover (Analyse statique
non-linéaire en poussée progressive) et une courbe représentative de la sollicitation apportée par le
séisme (le spectre de réponse élastique "accélération-déplacements™), afin de déterminer le point de
performance (ou point de fonctionnement) qui permet d’évaluer le déplacement maximal que la

structure subira et subséquemment son degré de pénétration dans le domaine plastique.

L’analyse statique Pushover est basée sur la représentation équivalente d'une structure a NDDL
par un SDDL, pour cela on définit un déplacement de contrble (généralement celui du dernier
plancher du batiment) et un effort de contrdle (I'effort tranchant a la base du batiment). Cela indique
que la réponse est fondamentalement contr6lée par un seul mode de vibration et la forme de ce

mode demeure constante durant la durée du séisme.

A la fin, I’analyse Pushover permet de fournir des informations sur plusieurs caractéristiques (la

résistance et la ductilité) de la structure qui ne peuvent pas €tre obtenues par I’analyse élastique.
Remarque :

Les inconnues du probléme sont, le facteur d’amortissement et la période de performance (ou
ductilité) de la structure en tenant compte des non-linéarités et irréversibilités subies par le séisme
donné.

V1.4 Courbe de Pushover

La courbe de Pushover représente la variation de 1’effort tranchant a la base en fonction de
déplacement du dernier plancher du batiment, c’est une caractérisation du comportement d’un
systeme a PDDL, pour pouvoir trouver le point de performance de la structure il faut transformer
cette courbe en courbe de capacité.

x(t) i
N - Ab
X, "
B N s e
-‘ l' .-:' 2
o;‘l ﬁ = d
s » x(t)
— Vo Déplacement au sommet

Figure VI-2. Courbe de Pushover.
V1.5 Courbe de capacité :

La courbe de capacité caracterise le comportement global de la structure équivalente a un

SDDL ce qui permettra de superposer la courbe de capacité (accélération-déplacement) sur la
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courbe de spectre de réponse, la transformation de la courbe Pushover en courbe de capacité part de

I’hypothése que le comportement est gouverné par le premier mode propre.

Pour obtenir cette équivalence on utilisera I'équation d'équilibre dynamique linéaire du systéeme

réel soumis & une accélération sismique a sa base i, (t):

[m]{x, (O} + [c]{x, (O} + [k]{x, ()} = —[m]{A}%,(¢) (VI.1)

Le vecteur de déplacement relatif {x, (t)} peut se mettre sous la forme :

(6, (0) = ) 81 2:(0) = [01Z()) (V1.2)
i=1

Il est nécessaire de savoir les forces et les contraintes sur chaque point de la structure pour cette
raison on introduit des forces statiques équivalentes, la caractérisation des forces {F} est obtenue en

décomposant I’inertie du systéme on aura donc :

n n

(A} = ) almlB3 = ) {F) (V1.3)
i=1

i=1
Ou :
{F;} : représente la distribution des forces sur la structure.

En reportant dans I’Eq. (VI.1), tenant compte des propriétés d'orthogonalité des valeurs et
vecteurs propres, on obtient les néquations découplées ou chaque équation est caractérisée par un

seul inconnu Z;(t) :

(Z1() + 201621 (1) + w12Z1 (t) = —a;%,(t)
Zy(8) + 2w,6,Z,(t) + w2 Z, (1) = —a;%,(t)

2:(8) + 20 & 2,() + 02 Z:(6) = —agks() (VL.4)

Z0(0) + 20,602, () + 0,22, () = ~a 2,0

Chaque équation correspond a une équation du mouvement d’un oscillateur simple a un seul DDL.
Z;i(t) + 2w;§:2;(8) + 0;*Z;(t) = —a;%(t) (VL.5)

Posant :

Zi(t) = a;D;(¢) (VL.6)

En remplacant I’Eqt (V1.6) dans L’eqt (VL.5), apres la simplification le déplacement associé au

mode i devient ;

Di(0) + 200§ D; (1) + w;*D; (1) = —k(t) (VL.7)
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Les déplacements de la structure originale en fonction des déplacements modaux s’expriment

par la relation suivante :

n n

(601 = ) 8120 = ) (@D (® (V1.8)
i=1 i=1
Le mouvement est principalement gouverné par le premier mode de vibrations qui fournit une

grande participation modale alors :
{x, ()} ={01}a1 D, () (VL.9)

Pour un instant donné, le déplacement du dernier niveau n (terrasse) est alors donné par :
x¢(t) = P1na1D1(2) (V. 10)
Ou :

x, (£): "™ composante du déplacement {x, (¢)}

Le déplacement du systeme équivalent (SDDL) est relié au déplacement de la terrasse de la

structure réelle par la relation :

x¢ (t)

B1naq

D,(t) = (VL.11)

Le passage de I’effort tranchant a la base de 1’analyse Pushover a 1’accélération correspondante
pour un systéeme d’un seul degré de liberté se fait en considérant les forces statiques équivalentes
d’un mode i.

V.03 = [kl{x,; (D)} = w2 {F}Sx: (®) (VI.12)

Ou:

F; = a;[m]{®;} : représente la distribution des forces dans la structure,
S, (t): pseudo-accélération modale.

Pratiquement, si on désire une réponse a;(t) on peut ’obtenir a partir des résultats a;** d’une
analyse statique équivalente et on a :
ai(t) = SA(t)aiSt (VI 13)

Dans cette approche I’effort tranchant a la base Vst,ib peut étre obtenu en fonction de 1’effort

induit par les forces {F;}:

n 2
L.
Ve, = ) By = (AR} = a, (A ml(0)" = (V1.14)
j=1 P
L’effort tranchant a la base s’écrit alors comme suit :
1
Vo () = ) Ve Su(0) = Ve S0 = =5y, (V1.15)

i=1 pl
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Alors Deffort tranchant a la base s’écrit sous forme d’accélération spectrale lors de la

transformation en un systéme équivalent d’un SDDL eton a :

Vo W
SAl = F = Vl (VI. 16)
mp1

Le spectre de déplacement peut s’exprimé en fonction de déplacement du systéme équivalent

comme suit :

D,
a;

Le déplacement associé a I'oscillateur a un SDDL en fonction de spectre d’accélération est

donné par :

SAl
= VI.1
SDl ) ( 8)

Donc le déplacement de controle est celui du dernier niveau s’exprime comme suit :

Fin Sa1a191

Spin = mowl . w2 (VL. 19)
Généralement @, = 1, alors :
Spin = 52)1;1 =d, (VL. 20)
Par conséquent :
Sp1 = 52” =d; (VI.21)

La transformation de la courbe de Pushover (courbe effort tranchant-déplacement au toit) en
courbe de capacité (courbe accélération spectrale-déplacement d’un systéeme d’un SDDL) est

représentée dans la Figure VI-3.
Vb SA - T

3

x¢(t)

®1na1

x¢(t) D,(t) =

Figure VI-3. Transformation de la courbe de Pushover en courbe de capacite.
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V1.6 Loi de comportement

Pour analyser le comportement réel des structures sous sollicitations sismiques croissantes, il
est utile d'étudier la relation moment-courbure d'une section droite. Cette courbe, représentée a la
Figure VI-4, met en évidence les différentes phases que peut traverser une section structurelle sous
chargement :

1. Phase élastique : tant que le moment fléchissant M reste inférieur ou égal au moment
élastique M, (M < M,), la réponse de la section est linéaire et réversible, selon la
relation M = EIX, ou EI est la rigidité et X la courbure M < M, ;

2. Phase élaso-plastique : lorsque M dépasse M, mais reste inférieur ou égal au moment
plastique Mp (M, < M < Mp), la section entre dans une zone de non-linéarité modérée
avec apparition de déformations irréversibles ;

3. Phase plastique : lorsque M = Mp, une rotule plastique se forme. La section
peut subir de grandes déformations sans augmentation de moment ;

4. Phase de rupture : au-dela de cette limite, ’excés de déformation entraine une perte de

capacité portante, marquant 1’état de ruine.

Moment
'Y
M b e e e - =
? L3 4
M, - - 2 .
I | My, = 1.15 M,
| I
1 | :
1 » Courbure x

Figure VI1-4. Courbe moment-courbure d’une section droite.

La Figure VI-5 illustre le comportement global d’une structure soumise a un effort latéral croissant
jusqu’a I’écoulement plastique généralisé, aboutissant & une rigidité nulle. Ce comportement est
représenté par une courbe d’effort tranchant a la base en fonction du déplacement du sommet.

Vs

> 3

H
Vi M
E
El
ol A
L

Figure VI-5. L’effort tranchant a la base.
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La Figure VI-6 montre une courbe de Pushover typique obtenue par analyse incrémentale,
permettant de détecter la formation progressive des rotules plastiques et I’évolution de la rigidité globale
jusqu’a ’effondrement. Cette étape peut étre réalisée a 1’aide d’une méthode de déplacement pas-a-pas,

notamment via des logiciels spécialisés.

)
A; = 5000
c *r J . 7000 ___;—#—
"3_.. ._l' l’__'f ;.' 2 !
" /&S '.' 3 6000 - ¢
P [ LS/ E 5000
e v i ; 4000
- |I S 'l = -\ l
)| £7 | = 3000
™ . | g !
\| &7 | 8 2000
— B
= 1000
= 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Déplacement du sommet A; (cm)
Figure VI-6. Courbe de Pushover d’une structure donnée.
Remarque :

Pour détecter la formation de rotules plastiques et le fléchissement progressif de la rigidité
globale jusqu’a I’état de ruine (rigidité nulle) en appliquant I’analyse pas a pas par la méthode de

déplacement (en utilisant un logiciel).

V1.7 Point de performance

Le point de performance est défini comme le point d’intersection entre la courbe de
capacité (représentant la résistance structurelle en termes d’accélération-déplacement) et le
spectre de réponse élastique (représentant la sollicitation sismique). Il constitue une

estimation réaliste de la réponse maximale attendue de la structure lors d’un séisme donné.

A partir de ce point, on peut déterminer le déplacement de contrdle maximal,
généralement mesuré au dernier plancher (toit), ainsi que le degré d’endommagement de la
structure. L’analyse de ce point permet de juger du niveau de pénétration dans le domaine
plastique, et donc de la capacité de la structure a dissiper 1’énergie sismique sans effondrement

brutal.

La Figure VI-7 illustre ce concept en superposant la courbe de capacité transformée et le

spectre de réponse, mettant ainsi en évidence le point de fonctionnement effectif de la structure.
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Accélération Sa(m/s?)
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Figure VI-7. Détermination du point de performance.
V1.8 Conclusion
L’analyse statique non linéaire, ou méthode de la poussée progressive, constitue un outil
essentiel pour évaluer le comportement inélastique des structures soumises a des sollicitations
sismiques. Contrairement a 1’analyse linéaire classique, elle permet d’identifier les zones critiques,

les mécanismes de formation des rotules plastiques et le mode de defaillance global.

Cette méthode repose sur la transformation du comportement réel d’une structure a plusieurs
degrés de liberté en un systeme équivalent a un seul degreé de liberté, facilitant ainsi la comparaison
avec le spectre de réponse sismique. L’interprétation de la courbe de capacité et la détermination du
point de performance offrent des indications précieuses sur la résistance, la rigidité résiduelle et la

ductilité de I’ouvrage.

En intégrant les lois de comportement non linéaires des matériaux et les effets géométriques,
I’analyse Pushover permet d’anticiper les déformations maximales attendues. Elle constitue donc
une approche complémentaire indispensable pour la vérification de la sécurité sismique des

structures existantes ou en phase de conception.
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Conclusion générale

La compréhension du comportement dynamique des structures est aujourd’hui une nécessité
incontournable dans le domaine du geénie civil. Face aux actions vibratoires induites par les
seismes, le vent, les équipements industriels ou les explosions accidentelles, la conception des
structures ne peut plus se limiter a des analyses statiques traditionnelles. Le présent cours a
permis de poser les fondements de la dynamique des structures, en insistant sur les phénoménes
vibratoires, les équations du mouvement et les caractéristiques dynamiques essentielles comme
la période propre, I’amortissement, et la forme des modes propres.

L’étude des systémes a un degré de liberté (SDDL) a introduit les mécanismes fondamentaux
du mouvement vibratoire, notamment la réponse a des excitations libres ou forcées. Cette base a
été progressivement enrichie avec les systemes a plusieurs degrés de liberté (SPDDL),
permettant une approche plus réaliste du comportement des structures complexes. L’analyse
modale, la combinaison spectrale, ainsi que les approches de superposition ont été exposées
avec rigueur, afin d’outiller 1’étudiant a interpréter les réponses dynamiques dans des contextes
variés, conformément aux normes de conception parasismique.

Dans une logique d’application, une attention particulicre a été portée aux méthodes de
calcul sismique réglementaires telles que la méthode statique équivalente et la méthode modale
spectrale, largement utilisées dans le dimensionnement parasismique des structures selon les
prescriptions du RPA99 V2003. L’introduction a I’analyse non linéaire par la méthode de la
poussée progressive (Pushover) vient compléter cet apprentissage, en offrant une vision plus
réaliste du comportement post-élastique des batiments. Elle permet d’évaluer la performance
structurelle au-dela de la simple résistance, en intégrant les notions de ductilité, de
redistribution et de mécanismes de ruine progressive.

En définitive, ce polycopié constitue une référence académique structurée, synthétique et
accessible, destinée a former des ingénieurs compétents, capables d’appréhender les
phénoménes dynamiques avec méthode et esprit critique. Il prépare les étudiants a concevoir
des structures slres et performantes, et a répondre aux exigences techniques et normatives
imposées par les risques sismiques. L’approche adoptée dans ce cours jette également les bases
d’une formation continue en dynamique avancée, interaction sol-structure, ou simulation
numeérique, ouvrant la voie a une pratique professionnelle responsable et innovante dans le

domaine de I’ingénierie des structures.
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