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  : Gالمار من  Δعزم سحابة الأفراد بالنسبة للمحور  - 4-1

∆ܫ	: ھذا العزم بالعلاقة التالیةیعطى  =
ଵ
௡
∑ ݀ଶ(ℎ∆௜, ௜)௡ݑ	
௜ୀଵ 

  ویقیس ھذا العزم قرب المحور ،Δعلى  uiلـالإسقاط العمودي  hΔiحیث یمثل 

 .من سحابة الأفراد 

  :Vفضاء الشعاعي الجزئي عزم سحابة الأفراد بالنسبة لل - 4-2

على  بالعلاقة  Gوالمار على  Vفضاء الشعاعي الجزئي عزم سحابة الأفراد بالنسبة للیعطى 
௏ܫ	التالیة: =

ଵ
௡
∑ ݀ଶ(ℎ௏௜, ௜)௡ݑ	
௜ୀଵ حیث یمثلhVi الإسقاط العمودي لـui  فضاء الشعاعي لاعلى

  .Vالجزئي 

  العزم الكلي: تفكیك - 4-3

فضاء الشعاعي لاعلى  uiالإسقاط العمودي لـ hV*iو  Rpفي V لـ للمتمم العمودي  *V إذا رمزنا بـ
 : (Pythagore)،باستخدام نظریة فیتاغور *Vالجزئي 

݀ଶ(ℎ௏௜, (௜ݑ + ݀ଶ(ℎ௏∗௜ , (௜ݑ = ݀ଶ(ܩ, ℎ௏௜) + ݀ଶ(ܩ, ℎ௏∗௜)  

 (Huygens)باستخدام نظریة 

ܫீ = ௏ܫ +  ∗௏ܫ

  الجزئي یساوي الواحدالحالة التي یكون فیھا بعد الفضاء الشعاعي  في

  ھذا المحور. حسب السحابة لتمدد قیاس *IV  فیكون(أي محور)  

  أنھ العزم المحمول بالمحور أو العزم المفسر *IVاعتبار یمكن 

  بالمحور. 

فقط بالعزم ونحتفظ  IV نفقد العزم المقاس بـ Vبإسقاط سحابة الأفراد على فضاء شعاعي جزئي 
، بالإضافة إلى ذلك عندما نقسم الفضاء الشعاعي  إلى مجموع فضاءات شعاعیة *IV المقاس بـ

  ومتعامدة: 1ذات بعد یساوي 

∆ଵ ⊕∆ଶ ⊕∆ଷ⊕… . .⊕ ∆௣ 

ܫீ:    نستطیع كتابة = భ∗∆ܫ + మ∗∆ܫ …… .   ೛∗∆ܫ+.

 ذو عزم أدنى:و G بـالبحث عن المحور الذي بمر  -5

لأنھ یمثل المحور الأقرب من نقاط  ઢ૚ࡵ ذو أدنى عزم وG الذي یمر بـ  Δ1 نبحث عن المحور
سحابة الأفراد وبالتالي فإن اسقاط السحابة على ھذا المحور یعطي أحسن تمثیل (أقل تشویھ 

  للصورة الحقیقیة).
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∗૚∆ࡵ بحیث یكون العزم Δ1أصغر ما یمكن یكافئ البحث عن  ઢ૚ࡵبحیث یكون  Δ1البحث عن  أكبر  
 عظم).أ ما یمكن(

భ∆ܫ	݊݅ܯ ⟺  భ∗∆ܫ	ݔܽܯ	

كبر ما  ∗૚∆ࡵبحیث یكون  ሬሬሬሬሬ⃗ܽܩ،حیث یجب ایجاد ሬሬሬሬሬ⃗ܽܩبشعاع التوجیھ الأحادي   Δ1 نعرف المحور
ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܽܩฮیمكن تحت قید  ฮ² = 1 

૚ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ࢇࡳฮو ∗૚∆ࡵ العبارة الجبریة لـ - 5-1 ฮ²:  

݀ଶ൫ܩ, ℎ∆భ௜൯ = పሬሬሬሬሬሬ⃗ݑܩ〉 , ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܽܩ 〉ଶ = ܽଵ௧ ௖ܷ௜
௧

௖ܷ௜ܽଵ 

  ء السلمي:ر في الجداظباستخدام خاصیة التنا

∗భ∆ܫ =
1
݊෍ܽଵ௧ ௖ܷ௜

௧
௖ܷ௜ܽଵ = ܽଵ௧ ൥

1
݊෍ ௖ܷ௜

௧
௖ܷ௜

௡

௜ୀଵ

൩
௡

௜ୀଵ

ܽଵ 

كما تم الإشارة لھ من قبل یمكن التعرف على مصفوفة التباین والتباین المشترك بین الحاضنتین 
  .Σأي 

∗భ∆ܫ = ܽଵ௧Σܽଵ         ;	ฮܽܩଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ² = ܽଵ௧ܽଵ  
  البحث عن النقطة العظمى: - 5-2

ଵ௧ܽଵܽ	أعظمي تحت قید  ଵ௧Σܽଵܽبحیث یكون  a1یتمثل المشكل في ایجاد  = (یمثل مشكل البحث 1
 جلانجرانعن النقاط العظمى للدوال المتعددة والمرتبطة بقید) حیث یمكن استخدام طریقة 

(Lagrange).  

݃(ܽଵ) = ݃൫ܽଵଵ, ܽଵଶ, … , ܽଵ௣൯ = ܽଵ௧Σܽଵ − ଵ(ܽଵ௧ܽଵߣ − 1) 
߲݃(ܽଵ)
߲ܽଵ

= 2Σܽଵ −  ଵܽଵߣ2

൝
෍ܽଵ − ଵܽଵߣ = 0……1

ܽଵ௧ܽଵ − 1 = 0…… . .2
 

من بضرب  ،1λالمرافق للقیمة الذاتیة  Σھو الشعاع الذاتي للمصفوفة a1 أنالقول  نستطیع )1(من 
a1  ـ ب )1(الیسار طرفي المعادلة 

t:نحصل على  

ܽଵ௧ ෍ܽଵ − ଵܽଵ௧ܽଵߣ = 0 ⟹ ܽଵ௧෍ܽଵ =  ଵߣ

૚∆الأول من النتیجة أعلاه وكما تم الإشارة لھ یمثل العزم الطرف 
والذي یجب أن یكون اكبر  ∗

وتمثل العزم المحمول  Σتمثل أكبر قیمة ذاتیة للمصفوفة  1λأن  علىما یمكن (أعظمي) وھذا یدل 
  . Δ1بالمحور 

لدیھا عزم أدنى لدیھا شعاع توجیھ وحدوي یمثل  الأفرادالذي من أجلھ تكون سحابة  Δ1المحور 
  .Σأول شعاع ذاتي والموافق لأكبر قیمة ذاتیة لمصفوفة التباین والتباین المشترك 



  مثال:

  البحث عن المحاور الأخرى: -6

أدنى، كما سبق یمكن متعامد مع المحور الأول وذو عزم  Δ2نقوم بعدھا بالبحث عن محور ثاني 
عزم سحابة الأفراد بالنسبة لمتممھا  . a2بشعاع التوجیھ الوحدوي Gالمار بـ Δ2تحدید المحور 

  العمودي یساوي:
∗మ∆ܫ = ܽଶ௧Σܽଶ        

  القیدین التالین:  بمراعات
ܽଶ௧ܽଶ = 1				; 	ܽଶ௧ܽଵ = 0 

جداء شعاعي التوجیھ  حور الثاني متعامد مع المحور الأول أي أنینص القید الثاني على أن الم
قیمة موافق لثاني أكبر ھو شعاع ذاتي  a2بتطبیق طریقة لانجرانج بقیدین نجد أن  ،یساوي الصفر

و  Δ1نستطیع إثبات بأن المستوي المعرف بالمحورین  ،ذاتیة لمصفوفة التباین والتباین المشترك
Δ2  الأعظمي(العزم أكبر والذي یحمل  2الفضاء الشعاعي الجزئي ذو بعد  ھو(.  

نستطیع البحث عن محاور جدیدة بإتباع نفس الخطوات السابقة حیث تكون ھذه المحاور عبارة 
بما أن  المرتبة،عن الأشعة الذاتیة لمصفوفة التباین والتباین المشترك والموافقة للقیم الذاتیة 

حقیقیة تشكل أساس  ةقیمة ذاتی pحقیقیة متناظرة فلدیھا  Σالتباین والتباین المشترك المصفوفة 
  للفضاء الشعاعي الجزئي.

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
∆ଵ⊥ ∆ଶ⊥ ⋯	⊥ ∆௣
ܽଵ ⊥ ܽଶ ⊥ ⋯	⊥ ܽ௣
ଵߣ ≥ ଶߣ ≥ ⋯ . . ≥ ௣ߣ
∗భ∆ܫ ≥ ∗మ∆ܫ ≥ ⋯ ≥ ∗೛∆ܫ

 

ننتقل من الأساس العمودي الأول للمتغیرات الممركزة إلى الأساس العمودي الجدید المشكل من 
  الاشعة الذاتیة ویسمى بالمحاور الرئیسیة.

  مساھمة المحاور في العزم الكلي: -7

  نستطیع تقسیم العزم الكلي لسحابة الأفراد: (Huygens)باستخدام نظریة 

ܫீ = ∗భ∆ܫ + ∗మ∆ܫ +⋯+ ∗೛∆ܫ = ଵߣ + ଶߣ +⋯ . .  ௣ߣ+

  في العزم الكلي لسحابة الأفراد یساوي: Δkالمطلقة للمحور  ةالمساھم

ܿܽ(∆௞/ீܫ ) = ௞ߣ  

  الذاتیة المرفقة بھذا المحور. القیمة

  في العزم الكلي لسحابة الأفراد یساوي: Δkالنسبیة للمحور  ةالمساھم

ܫீ/௞∆)ݎܿ ) =
௞ߣ

ଵߣ + ଶߣ +⋯ . . ௣ߣ+
 



  .Δk العزم المفسر بـ(نسبة مئویة) نستخدم عبارة نسبة 

 Δ2 و Δ1بالمستوي المولد بالمحورین الأولیین حساب النسبة المئویة للعزم المفسر یمكن أیضا 

ܫீ/ଵ⊕∆ଶ∆)ݎܿ ) =
ଵߣ + ଶߣ

ଵߣ + ଶߣ +⋯ . . ௣ߣ+
 

تعتبر النسب المئویة للعزوم مؤشرات تساعد على التعرف على حصة التغیر لسحابة الأفراد 
یر المفسر لھذه المحاور وبتالي یمكن التخلي عن التغالجزئیة، الشعاعیة المفسرة بھذه الفضاءات 

  صغیرة.القیم الذاتیة  كانتإذا 

شرط أن تكون بمحاور أولیة  dنكتفي بتمثیلات لسحابة الأفراد في فضاء شعاعي جزئي مولدة بـ 
ة تفسیر ھذا الفضاء الشعاعي الجزئي قریبة من الواحد وبالتالي نقلص التحلیل إلى قضاء نسب

݀شعاعي جزئي ذو بعد  <    .d=2تكون  عادة ما ݌

  تعطى الأشعة الذاتیة لمصفوفة التباین والتباین المشترك لمثال نقاط الطلبة: مثال:

Σ =
1
6 ቎

34.83
43.33
−23.83
−30.5

				43.33
				57.33
		−24.33
−39

					−23.83					
−24.33
34.83
34.5

−30.5
−39
34.5
57.5

቏ 

  القیم الذاتیة:
24.464 4.47 1.778 0.038 

  الأشعة الذاتیة: 

a1 a2 a3 a4 

0.44732005 0.35003334 -0.27490675 0.77031019 

0.57422343 0.5863205 0.12177567 -0.56155613 

-0.39506572 0.49075026 0.72919561 0.27037888 

-0.56044206 0.54117382 -0.6147119 -0.13480428 

ଵ‖²ܽ‖   :1یمكن التأكد أن طاولة كل شعاع تساوي = ‖ܽଶ‖² = ‖ܽଷ‖² = ‖ܽସ‖² 

‖ܽଵ‖² = (0.4473)² + (0.574)² + (−0.395)² + (−0.56)² ≈ 1 

  مثنى مثنى متعامدة أي جداؤھما السلمي یساوي الصفر: الأشعةوأن 

〈ܽଵ, ܽଶ〉 = 〈ܽଵ, ܽଷ〉 = 〈ܽଵ, ܽସ〉 = 〈ܽଶ, ܽଷ〉 = 〈ܽଶ, ܽସ〉 = 〈ܽଷ, ܽସ〉 ≈ 0 

  مثال:

〈ܽଵ, ܽଷ〉 = (0.4473)(−0.275) + (0.574)(0.122) + (−0.395)(0.729)
+ (−0.56)(−0.615) = 0 



Δ1 

Δ2 

G 

 نلخص النتائج السابقة في الجدول التالي:

  العزم الكلي:

ܫீ = (Σ)ݎݐ = ଵߣ + ଶߣ + ଷߣ + ସߣ = 30.75 

  
	المساھمة المطلقة

(ࡳࡵ/࢑∆)ࢇࢉ =  ࢑ࣅ

  المساھمة النسبیة

ܫீ/௞∆)ݎܿ ) =
௞ߣ

ଵߣ + ଶߣ +⋯ . ௣ߣ+.
 

نسبة تمثیل 
  المستوى

  %79.56  %79.56  24.464  المحور الأول
  %94.04  %14.54  4.47  المحور الثاني
  %99.88  %5.78  1.778  المحور الثالث
  %100  %1.23  0.038  المحور الرابع

  

  %94.04اختیار المحور الأول والثاني یعطي نسبة تمثیل جد جیدة وتقدر بـ

  تمثیل الأفراد في المحاور الجدیدة: -8

من أجل تمثیل الأفراد المستوي المعرفة بالمحاور الجدیدة نقوم بحساب إحداثیات الأفراد في 
 పሬሬሬሬሬሬ⃗ݑܩنسقط عمودیا الشعاع  ،Δkفي المحور  uiإحداثیات الوحدة  yikالمحاور الجدیدة حیث یمثل 

  على ھذا المحور فنحصل:

௜௞ݕ = ప,ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ݑܩ〉 ܽ௞ሬሬሬሬ⃗ 〉) = ܽ௞௧ ௖ܷ௜ 

௜ܻ = ௧ܣ ௖ܷ௜ 

مصفوفة تغییر الأساس (مصفوفة الأشعة الذاتیة A و ui شعاع إحداثیات الوحدة Yiحیث یمثل 
  )ھا یساوي منقولھامعكوسو 1المتعامدة والتي طاولتھا تساوي 

  ملاحظة :

  یبن المحاور لیس لدیھ أثر على التحلیل اختیار 

  (اختیار  في محور الترتیب أو الفواصل لا یھم ).

  )خدیجة( u4احداثیات الوحدة  مثال:

ସܻ = ௖ସݑ௧ܣ = ௖ସݑ = ቎
1.83
2.33
−1.83
−2.5

቏ 

  نوعیة تمثیل الأفراد: -1 -8

 

 


